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Modélisation des processus biologique de la dénitrification.

% = (,uf()G([)f) — kf—,B) ber(l’(l — f_)f)“,’bm.

1-X - br

G(X)= ST X Freter (1986) et bf =

bl
Woo

F]_(bf, bm, 5, SN) = (,lLf()G(Ef) — kf — ﬂ) bf + Oé(]. — Ef)’)/bm,
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o — () = k= @ bty (a0 = 6B +5).

Fo(bf, bm, S, Sn) =
(Nm(-) — km —a — d) b + v~ 1br (Mf(-)(l — G(By)) + ﬂ),
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ds B 1 1,
5 = (8" -5~ Y—mbmum(') v, brpr(-).
dSN _ in R -1
- = (5w —Sw)d Y—mbmum( ) v, brpue(-).
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F4(bfabm)SaSN) = (5/1\775/\/)d_ Y_bm:um()
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> bf — Ds.

> by — —Dr)Vby, + bpu,
> S — —D3VS + Su.

> Sy — —DyVSy + Syu.
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br(x,0) = bY; bm(x,0) = b2 : S(x,0) = 5% Sp(x,0) = SY.
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—DoVby-n+(u-n)by, = 0 sur((FUl)x]0,TI),
Vbm-n = 0 sur(l3x]0,T[).
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—DoVby - n+ (U . n)bm = 0 sur ((I’l U rg) X ]O, T[),
Vbm-n = 0 sur(l3x]0,T[).

—DyVSy-n+(u-n)Sy = (u-n)S) sur(Fy x]0, T[),

—DyVSpy-n+ (u . n)SN =0 sur (F2 X ]0, TD,
VSy-n = 0 sur ('3 x 10, T).
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Couplage avec I’écoulement en milieu poreux.

K'u = Vp, dansQ

—divu = f, dans Q
u-n = w0, surliUTly,

p = 0, sur [3.

K(br) = Ko(1 — br)™, (Charpentier(2008))
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H1) Le taux de croissance des bactéries (S, Sn), pour i = f, m,
satisfait
pi € C o pi(8,0) = pi(0, Sy) = 0.
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Analyse mathématique du modéle fixe-mobile.

Théorémes d’existence et d’unicité.
Hypothéses

H1) Le taux de croissance des bactéries (S, Sn), pour i = f, m,
satisfait
pi € Ct pi(S,0) = (0, Sy) = 0.

H2) La fonction G satisfait

GeCl, 0<G(0)<1, G()<0, G()=0.
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Théorémes d’existence et d’unicité.

Hypothéses
Le taux de croissance des bactéries 11;(S, Sy), pour i = f, m,

satisfait
Ki € Cl, /L;(S,O) = ,u,-(O, 5/\/) =0.
La fonction G satisfait

GeCl, 0<G(0)<1,

Le domaine Q0 est un domaine borné convexe de frontiére

polygonale par morceaux.
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C = (c1, &, ¢3,ca) := (br, b, S, Sn) ;C° = (b2, b2, S°, SR,
Les flux globaux sont définis par

J1(C1) = D1VC1,
Ji(ci) = DiVc¢i—uci, pouri=2734,
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C=(c,c, c,a):=(bf,bm S,Sn);C% = (b2, b2, 5%, SY),

Les flux globaux sont définis par
Ji(c1) = DiVa,
Ji(ci) = DjVc¢i —ug,
L'opérateur frontiére sera défini par B := (B, By, B3, Ba) ot
{ Ji(¢i)-n sur T1UTlp pouri=2734

pour i = 2,34,

Bilei) = Vei-n sur T3(i=2,3,4)etsur(i=1).
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C=(c1,c,c3,¢) = (br, bm, S, Sn):C° = (b2, b2, S, SR)),
Les flux globaux sont définis par

J1(C1) = D1VC1,
J,'(C,') = D;VC,‘ — ug¢, pour i = 2,3,4,

L'opérateur frontiére sera défini par B := (B, By, B3, Ba) ot

Bi(ci) = Ji(ci)-n sur T1UTly pouri=234
R Vei-n sur T3(i=2,3,4)etsur(i=1).

g = (0707g37g4) ou

[ u-ncf" osurly [ u-nc™ surly
&= 0 sur [ U3 &4 = 0 sur L UT3.
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Analyse mathématique du modéle fixe-mobile.

% _ Giv(i()) = Fi(C) dans Qr, pour i=1,..4

B(C) = g sur X7
Cc(,) = C° dans Q.
(1)
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(Abaali-Harmand-Mghazli(2020))
Le probléme (1) admet une solution globale faible positive unique,
VT > 0, dans le sens suivant

e (C([o, T]; L2(Q2)) N LOO(QT)m L2(0, T; HY(Q)) )

W = (1, Y2, 93, 9) € (CX(Qr))" tel que W(T)
pouri =123 4

- %+ [ der-vui= [ Fcw

0
7i(0 ii.
+ Qc,w<>+/ g

>r

0,
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(Abaali-Harmand-Mghazli(2020))
Le probléme (1) admet une solution globale faible positive unique,
VT > 0, dans le sens suivant

e (C([o, T]; L2(Q2)) N LOO(QT)m L2(0, T; HY()))*,
U = (1,12, 13,94) € (COO(QT)) tel que V(T) =0,
pouri =123 4

o

- / i 4 / Ji(er) - Vs = / Fi(C)

Qr ot Qr Qr
+ [ o)+ / giti.

Q X

ICll@rys + €l 2o, rormys + H <M
(L2(0, T;H=1(2)))*
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Une formulation faible du probléme (1) consiste a

(

trouver C € (L2(]0, T[; LX(R)) N L(0, T; HY(R)))*

tel que p.p tout t €]0, T[

d

% [+ [ aeen-vo= [ Fe@w
+/g,-1/1,-, AUNS (Hl(Q))4, i=1,...,4,

c(0) = Co.
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Par le changement de variable ¢; = exp (—7t)c; ot v = 12124 D;
<i<

Trouver ®(t) € (Hl(Q))4 tel que pour i =1,...,4
d - ~
(P): a/ﬂ¢i(t)i/}i+ai(¢i(t)’¢i)Z/QGi(q’Wi-i-/rgﬂ/m

Vi € HY(Q),
®(0) = Co.

27,4+ SN
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Discrétisation et estimation a priori de I'erreur.
Probléme semi-discret.
Th une triangulation réguliére du domaine Q,
:= max diam(K),
KeTh

Pi(Th) = {v e C(Q) | v |ke Pi(K), VK € Tp},
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Discrétisation et estimation a priori de I'erreur.
Probléme semi-discret.
Th une triangulation réguliére du domaine Q,
h := max diam(K),
KeTh

Pi(Th) = {v e C(Q) | v |ke Pi(K), VK € Th},

Vi = (P1(Th)))* -
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Le probléeme semi-discret associé au probléme auxiliaire (P) donné,
pour p.p. t €]0, T], par

( trouver ®p(t) € V), tel que pour i =1,...,4
Vé/ﬁh € P1(Th)

(Pp) : E/Q‘bih(t)lbih + a(Pin, Yin) = /Q Gi(Px(t))vin
+/r§i¢ih,

&4(0) = Mydo.
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Le probléeme semi-discret associé au probléme auxiliaire (P) donné,
pour p.p. t €]0, T], par

( trouver ®p(t) € V), tel que pour i =1,...,4
Vé/ﬁh € P1(Th)

(Pp) : E/Q‘bih(t)wih + a(Pin, Yin) = /Q Gi(Px(t))vin
+/r§i¢ih,

&4(0) = Mydo.

\

ot My, : (HY(Q))* — Vj, est un opérateur de projection.

R,
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(Abaali-Harmand-Mghazli(2020))
Soient ® et , les solutions respectives de (P) et (Py). On

suppose que ||ul|s < 27, et soit t € [0, T]. Alors
| &(t) — Dp(t) loo< L(®)H?, pour te€ J=][0,1],
ou L(®) est une constante positive, qui dépend de t et la solution

& et indépendante de h.
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Probléme totalement discrétisé.
I'intervalle de temps [0, T] sera discrétisé comme suit

O=t<h<...<ty=T,
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Probléme totalement discrétisé.
I'intervalle de temps [0, T] sera discrétisé comme suit
O=t<h<...<ty=T,

Tp =1ty — th—1, T := mMax Tp.
1<n<N

21,7 E



Approximation,analyse numérique et implémentation.

Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Probléme totalement discrétisé.

I'intervalle de temps [0, T] sera discrétisé comme suit
O=t<h<...<ty=T,
Tp =1ty — th—1, T := mMax Tp.

1<n<N

( trouver &) € V), tel que pour i =1,...,4

¢ Ih G: n—1 .
(P ) / 1/1,/7 + a( Ih7 lb:h) /Q I((Dh )wlh
/rgi¢ih, VW e Vy

[ P9 = TMy(Po).

317 O E
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

(Abaali-Harmand-Mghazli(2020))

Soient ®} et ® les solutions respectives de (Pp) et (P).
Alors il existe une constante M dépendante de ® mais in-
dépendante de h et T telle que

[&h — &(tn)llo.o < M(®)(H* + 7). 3)
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Tests numériques.
Longueur L = 300 cm et de section carrée de 10 cm de coté,
I'y

Is
s

Iz
Iy

Ts

Figure 3 — Domaine 2 et les frontiéres 'y, I' et 3.
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Longueur L = 300 cm et de section carrée de 10 cm de coté,
I'y

Is
s

Iz
Iy

Ts

Figure 3 — Domaine 2 et les frontiéres 'y, I' et 3.
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P Valeurs P Valeurs Cl Valeurs
Dy [ 0.3cm?/h | pf .. 0.7h71 b? | 10g/cm?
Dy | 0.4cm?/h | Yn 0.5 bd | 10 g/ml
D, | 0.4cm?/h | Ys 0.5 Sin | 104 mg/l
Dy | 02cm?/h | B 0.2h71 S| 100 mg/!I
oY 0.02h71 T 100 days KO | 0.865 cm/h
Woo | 50g/cm? R 1.2 SO | 104 mg/l
nk 3 KZ 54 mg/I Sy | 100 mg/l
km | 0.005h7% | KI | 54 mg carbon/l | — -
kp | 0.005h7% | K&, | 50mgNO; /I | — -
pm | 0.7h71 Ky | 50 mg carbon/I | — -

P=paramétre, Cl=Conditions initiales : Charpentier (2008) et
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Comparaison du modéle Fixe-Mobile avec le cas d’une seule
catégorie de bactéries.

Scenario 1 : Ou nous suivons |'évolution des bactéries fixes et les
bactérie mobiles simultanément.

Scenario 2 : Ow nous prenons ¢, = b, = 0.

Scenario 3 : Ow nous prenons ¢; = by = 0.

S

_— our i=m,f.
S+ki P

141(S) = fthnax
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itération | Scenario 1 | Scenario 2 | Scenario 3
2 5.21291 2.83116 2.13219
8 15.0854 11.4535 3.04686
18 20.4348 25.0676 3.41829
22 34.8454 30.2186 3.55491
32 47.501 42.3789 3.86101
38 54.7282 49.203 4.01985
48 65.8292 59.8361 4.24586
52 70.0061 63.8426 4.32376
62 79.8316 73.2786 4.42824
68 85.3265 78.5623 4.57235
78 86.7802 4.68296
84 05.3553 01.3781 4.73499
88 95.2701 04.3118 4.76418
94 05.1418 05.6565 4.80029
98 95.0559 4.81952

Pourcentage des nitrates éliminés pour les trois scenario s
(u=(0.056m/h,0)).



itération | u = (0.02m/h,0) | u = (0.05m/h,0)
2 5.36271 5.21291
8 15.4356 15.0854
18 30.0006 29.4348
22 35.4832 34.8454
32 48.3903 47.591
38 55.6154 54.7282
48 66.8526 65.8292
52 71.0814 70.0061
58 77.1552 70.7541
62 81.0319 79.8316
68 86.5996 85.3265
84 08.4937 95.3553
88 08.4561 05.2701
94 08.3996 05.1418
98 08.3619 95.0559

Pourcentage des nitrates éliminés pour le Scenario 1 avec
(u=(0.02m/h,0)) et (u = (0.056m/h,0)).
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concentration des nitrates

Isovaleurs de la concentration des nitrates le 98°™¢ jour (
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Cas d’une vitesse de I'écoulement variable.
» Kp (conductivité initiale)

>
/K_lu-v+/ divvp = /v-npD, Yv eV
Q Q I

, Vg € [*(Q),

o

divuq+/fq =
Q Q

ot V:={ve H(div;Q) /v-n=0sur [ Ul,},
> K(Ef) = Kg(l — Ef)n".
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itération | Vitesse constante | vitesse variable

2 5.21291 5.52049
8 15.0854 16.9803
18 290.4348 36.9765
22 34.8454 45.8069
32 47.591 70.1195
38 54.7282 86.368
42 59.2846 97.9785
48 65.8292 08.988
52 70.0061 08.988
62 79.8316 08.988
68 85.3265 08.988
78 05.4827 08.988
88 95.2701 98.988
94 05.1418

98 95.0559 08.988

Pourcentage des nitrates éliminés pour Fixe-Mobil (vitesse
constante/vitesse variable).
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Les fonctions de croissances des bactéries.

> ui(S) = Minax%;(g pour = m,f.(Modell)
S Sn
> =(pt, —= "L S—
“(57 SN) (,u’maxS+KS) (}umast_i_KSN) (MOdel2)

. S S
> u(S, Sy) = min (u%axm; [ ax Sy i
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Concentration for the two models at point (1.5,0.5)
120 T T T T T

SN (model 1)
+* SN (model 2)
S (model 1) |4
* S (model 2)

N brm (model 1)
a0 E *  bm (model 2) |H
£ bf {rnodell)
*-!b bf (model 2)

K

Concentration

Tirme

Concentrations avec (Model 1) et (Model 2), au point
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Concentration for the two models at point (2.9 0.8) for SNO=0
150 T T T T T T T T T

AR IR I R I R R A A )

a0 F

— ....nn&ahh&&&&Mk*h##&#i
qu*%#&**'&flﬁf&*itﬁivm-

Concetration

SM (maodel 1)
+* 3N (model 2)
S0 S (model 1) 1
* 5 (model 2)
b (model 1)
+*  bm (model 2) |
0 bf (model 1) 40 &0 B0 70 &0 80 100
bf (rnodel 2) Tirme

Concentrations avec (Model 1) et (Model 2) au point
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Approximation,analyse numérique et
implémentation.

Dans la suite on compare les résultats obtenus avec les deux

premiéres formes avec ceux obtenus avec la forme du minimum
(Model 3).
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Mitrate and carbon concentrations for the three models(SN=100)

120 . : ; : :
——— SN (Model 1)

) S (Model 1)
1004 * SN (Model 2)
oo * 5 (Madel 2)

SN (Model 3)
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© Y

ot
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o . , .y
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Tirme

Concentrations de carbone et de nitrates avec (Model 1),
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minimum sont meilleurs que ceux obtenus avec les deux autres
formes.

La dépendance de la vitesse de I'écoulement de la
concentration des bactéries fixes donne des résultats plus
proches de ceux expérimentaux.

L'étude des états d'équilibre du systéme obtenu ainsi que leurs
stabilité.
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