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Introduction

Introduction

La digestion anaérobie

e un processus biologique naturel de décomposition
de la matiére organique par des micro-organismes
(bactéries)

o des conditions anaérobies

o une succession de réactions complexes a la fois en
paralléle et en série.

o la matiere organique se transforme en biogaz
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Introduction

Introduction

Objectif

— La teneur en eau est un facteur important pour la production du
biogaz

= L'utilisation des équations d'écoulement de lixiviat

Construire des prévision et prendre de bonne décision pour améliorer
la situation de production du biogaz
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Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle de digestion anaérobie

HYDROLYSIS\ ACIDOGENESIS METHANOGENESIS

Figure — 1 — Schéma utilisé pour modéliser la dégradation anaérobie de la
matiére organique

5/42



Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle de digestion anaérobie

dX
— = —KyX K4B
P WX + aKy
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Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle de digestion anaérobie

dX

— = —KyX KyB
dt X + Ky

ds 1

E = flKhX - 7/1/(5)8
dB

— =(u(S)—Ky)B

= (1(S) ~ Ka)
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Modéle Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle de digestion anaérobie

dX
E - _KhX + O[KdB
ds 1
- - 1

— = KX = S u(S)B (1a)
dB
o = WS)—Ka)B
d[co

€0 _ - aykx+ (- )2 (s)8

(1b)

d[CHs] _1-Y

g~y B
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Modéle

Modéle de digestion anaérobie

Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

dX
?;E'Z: ——f(h)< +'C¥f(d£3 = Fi((/)
ds 1
2 = hKX — L u(S)B = R(U) (2a)
O~ (U(S) ~ K) B - F()
A (1 kx4 (- 2 ()8 = Fa()
(2b)

d[CHs ,1-Y B

S == u(S)B — F5(V)

U= (u1,u, ) = (X, B,S), G = (ug, us)" = ([CO,], [CH4])"
FL(U) = (F(U), R(V), F3(U)) T, F2(U) = (Fa(U), Fs(U)" .
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Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Taux de croissance spécifique

1(S) est le taux de croissance spécifique :
@ La loi de Monod

1u(S) = %ﬁs {Rouez, M.(2008)[5]}

Fom

N
/ S H(S)
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Systéme de di
Systéme d’

Taux de croissance spécifique

1(S) est le taux de croissance spécifique :
@ La loi de Monod

1u(S) = K’:"f < {Rouez, M.(2008)[5]}

o La loi de Haldane

/ / ~ e s

Figure — 2 — La loi de Monod dans (a) et la loi de Haldane dans (b) /42



Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Comportement asymptotique

Ouchtout S., Mghazli, Z., Harmand, J., Rapaport, A., Belhachmi, Z.
(2020) [4]

Considérons £ I'ensemble des valeurs de S défini par

E:={seRy; u(s) < Ky}

o Cas de la loi de Monod :
il n'y a qu'un seul bassin B = {0} x Iy x {0} conduisant a des
équilibres avec S* dans Iy = [0, A] = £.

@ Cas de la loi de Haldane :
il y a deux bassins , BT = {0} x Iy x {0}
conduisant a des équilibres avec S* dans /3 = [0, A~] ou dans
I = [)\Jr, +OO) (IHl Ul = 5)

9/42



Modgéle Systéme de digestion anaérobie en deux é&tapes

Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Comportement asymptotique

Pour tout vecteur non négatif (Xo, So, Bo), les solutions
de (2a) — (2b) vérifient

lim_[CO5]() = [CO:)(0) + a(Xo + aBo) + b(So — 5*)
JTOO[CHd(t) = [CH4](0) + c(Xo + aBo) + d(So — S¥)
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Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Comportement asymptotique

200 T T T T T T T T T

\

Biogas production
B & B
8 & 3

3
8
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Figure — Valeur maximale de [CH.] en fonction de Xo.
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Modéle Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle de digestion anaérobie

‘C’% — —KyX + aKyB+div(DxVX)
ds 1 .
= AKX — V,LL(S)B—FC]IV(DSVS)
dB .
a9 = (H(S) - Kd) B+dIV(DBVB)
dico 1-Y :
Co _ - myrx + - )1 u(8)B (Do VICOA)
d[CH, 1-Y .
[dt ] _ g S 1(8)B+div(Dicri VICHa))
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Modéle Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle de digestion anaérobie

dX

E = —KpX + aKdB+dIV(DXvX)
ds
ar =KX — f,u(S)B-f—dIV(DsVS)
dB .
& = (1(S) — Ky) B+div(Ds V)
d[CO,] -Y
O _ (1 pymx + (- ) ()8
d[CH4] _ 1-Y
o~y H(9)B
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Modéle

Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes

Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Systéme de Réaction-Diffusion (NL) :

%L: — div (ﬁvu)

dG
(51) dt

Remarque

F1(U) dans 2x]0, T[
F2(U) dans Qx]0, T|
0 sur 002x]0, T

U°(-) et G(0,-) = G°(-) dans Q.

dG

dr FAU) =

d
leyY (dle 4 KdUQ)

(1)Ko + (1 — )2 Y("“2+KduZ)].
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Systéme de dige

Systéme d’écoul

Le systéme d'écoulement du lixiviat :

0:0(p) +divu=r dans Qx]0, T[
k(p)u=—-Vp+e, dans  Qx]0, T|
(52)< p=pp sur  Tpx]0, T[

un=0 sur  Tyx]0, T[

p(x,0) = po(x) dans Q.

e 6(p) et k(p) sont des fonctions empiriques (Brooks-Corey (1964),
Campbel (1974) et Van Genuchten (1980))
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Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Terme source

:‘é(({)) 11
08 - | |
0 | i
041 | .
02 | |
I 1 1
0 — e
Wyrin (il Wy Winaz
0 0,5 1 1.5 2
Mass humidity @
Figure — 3 — La fonction empirique g(w) "Aran, C. (2001)[1]"
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Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Terme source

Le terme source de |'équation de continuité de lixiviat :
o) = —yap = —vg(w)CrpAcin,
Acin €st le taux de génération du biogaz

N — dCbiogaz _ d([CH4] + [COQ])
cin — dt - dt ?
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Modéle Systéme de digestion anaérobie en deux étapes

Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

Modéle final

3U . = 1
o —div (D : vu) — F(U), dans Qx]0, T,

df —F2(U),  dans Qx]0, ],
(51) 5
=0 sur 002x]0, T|,
on

u(,:) =U°), dansQ
G(0,-) =G°), dansQ,
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Modéle final

Modéle

Systéme de digestion anaérobie en deux &tapes
Systéme d'écoulement monophasique du lixiviat

et

(52)

%‘: _div (5 . vu) = F}(U), dans Qx]0, T[,
;,f — F2(U), dans Qx]0, T],
8—2 =0 sur 002x]0, T|,
U(@,-) =U%), dansQ
G(0,-) =G°), dansQ,
o( )% +divu =f dans  Qx]0, T,
k(p)u =-Vp+e,, dans Qx]0,T[,
p = ppo, sur  Tpx]0, T,
un =0, sur  Tyx]0, TT,
p(x,0) = po(x), dans Q.

18 /42



Analyse de probléme
T e e

Analyse et approximation numérique

Pour tout U® € L™ (Q,R}), le systéme (S1) a une solution faible
unique, et non négative, U = (u1, U, U3)T dans le sens suivant : VT >

0
Vie{1,2,3}, we C ([0, T} L2(Q)) NL=(Qr) N L2 (0, T; HX(Q)) ;
Vi € C(Qr) tel que y(T) =0

—/u?w(o) dx — u,gif dx dt—l—/D,-Vu,- -V dx dt =
Q QT QT
/F,-(U(t, x)). - ¢ dx dt.
QT

De plus, pour tout T > 0, il existe C > 0 tel que

ou

e <c.

[2(0,T;H=1(Q)3)
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique g q i
approximation numérique

Analyse de probleme

Pour tout p® € [%(Q) et pp € HZ(Tp), il existe une unique
solution faible p € pp + L*(0, T; HE (Q)) dans le sens suivant :
p(x,0) = p° et pour tout ¢ € L2(0, T; HE (1))

T 20 T T
/ / Wp)wdxdt / / g(Vp—e,)-Vpdxdt = / / @dxdt.
0 Q 0 0 Q

v
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique 5 q p
approximation numérique

Discrétisation compléte du systéme (S1)

Vn > 1, trouver
Urtl g Z, = {vh € (CQ))’ VK €Ty wilk € (Pl(K))3} e (H'(Q))’

/ [23_'3 —Jp (UZ)] UZ+1 -vdx + /EVUZH - Vvdx =
! Q

4Un — Un—l
/ {27 + F1(U") — Jga (U™) U”] -vdx Vv e Zp,.

Trouver U} € Zj, tel que

/ [T(;l|3 — Jp2 (UO)] U}, - vdx + /EVU}, - Vvdx =

Q2 Q
/[ TTUO + FE(U0) — U (UO) U] -vdx W € Z,,
Q
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique e e

Discrétisation compléte du systéme (S1)

m—+1 m+1)

Puis, en utilisant la Remarque 14, on cherche GI"™ = (uj;™, ul}

pour 0 < m < n, tel que

m+1 m+1

Tm Tm

Ugp ~ — Ugh (1—f1)Khu"+1 (1—762)1;,\/ (“2h _“2h+Kum+1>

m—+1 m m—+1
Usp —u5h_f1—Y Yap
=fh—y

Tm Tm

— Uz LK um+1> ]
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique 5 q p
approximation numérique

Semi-discrétisation et FV du systeme (S2)

Trouver (u™' p"™™) €V x W tel que

(520) 8 a(u™h ) + b (v, p"t1) = g1 (¥), Y eV,
b(u™t ) —d(p™, ) =g (p), Vo e W,
H(div,Q) = {ve (L3Q))? divve 2(Q)},
V = Hon(Q)={veH(div,Q), v.n=0surly},
w = [3(Q),
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique 5 q p
approximation numérique

Semi-discrétisation et FV du systeme (S2)

ota:V xV —R, b:VXW-—Retd: Wx W — R sont des
formes bilinéaires définies par

a(u,w):/k(p")u-wdx ;o (wY)eV xV
b(u, ) = /dlvu<p , (up)eV x W

C n
d(p,w):/%pwdx , (o) eWxW
Q
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique 5 q p
approximation numérique

Semi-discrétisation et FV du systeme (S2)

g1:V — Ret go: W — R sont des formes linéaires définies par

g1(¢)=—/po¢-nds+/ez~¢dx , YEeEV

Ip Q
c n
gz(%):*/ (Tp)p”sodxf/f”“sodx . pEW.
n
Q Q
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique 5 q p
approximation numérique

Proposition 3

Pour tout pp € HY/?(I'p) et f € L?(Q), le systéme (S2.) admet
une solution unique et on a les estimations

le"llv < Gllelly: + Gllgzllw
IP"llw < Glleilly + Gllgzllw

avec
(1+C3) ' +4r, 5 C(p" )G

a(l+ G3)1 '

4Cy

T Clpmt) +2(1+ C3)

2¢,?
P14 C3)-1/2’

G =

1=

G =

ot Cq est la constante de Poincaré.
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique e e

Espace discrets

L'espace global Raviart-Thomas le plus bas degré :

RTO(77,) = {Vh € H(d|v7 Q) : Vh|K € RTo(K),VK € 77,} o

Nous introduisons les espaces discrets suivants : "pour (S2)"
V= {Vh € RT0(77,) Vp D, = 0}

et
Wi = {qn € L2(Q): qnlk € Po(K), VK € Tp} .
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Analyse de probléme

Analyse et approximation numérique 5 q p
approximation numérique

Discrétisation compléte du systéme (S2)

L’approximation par la méthode des éléments finis mixtes est la suivante :

Trouver (upt™, pitt) € V , x W, tel que
(525) % a(uptt vbn) + b (vn, pptt) = g1 () Voh EV 4,

b (“Z+1>‘Ph) —d (PZH,%) = g (vn) Yo € W
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Analyse de probléme
approximation numérique

Analyse et approximation numérique

Discrétisation compléte du systéme (S2)

Proposition 3

Le probléme (525) admet une solution unique.

Pour tout u € (H*(Q))? et p € H'(R), il existe une constante
C > 0 indépendante de h qui satisfait I'estimation suivante

lu—upllv + lp — prllw < Ch(Julr,a + |div ul1 o + |plia)

A
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Résultats numériques

Résultats numériques
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Résultats numériques

Résultats numériques

Q =)0, L[x]0, L[]0, L[, L = 10. 9Q = [p U Ty et
Mo = {(x,y) €]0, L[x]0, L[ and z = 0}. ( z est I'axe vertical dirigé vers le
bas)

Figure — 4 — Le maillage (600 tétraédres, 1331 sommets et 1200 arétes (faces)).
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Résultats numériques

Résultats numériques

Table — 1 — Les paramétres et les conditions initiales et aux limites du probléme

Ku(d™) [ um(d™) | A | £ | Ks(mgC/L) | Ka(d™)) | V¥
0.176 0.3 0.7 | 0.76 160 0.04 0.05
Ms(g/mol) | Mizo(g/mol) | Am | Crs(m*/Kg) | Ki(mgC/L) | «
30 18.01 0.8 0.178 10 0.9
0, 0s ki(m.s™') | p(Kg.m™3) | pa(m) b | w(Kg.mts™h)
0.27 | 0.9715 107 991.5 -0.0323 | 2.5 4.61027 -10~*
Xo (mgC/L) | So (mgC/L) | [COxlo (mgC/L) | [CHelo (mgC/L)
1751 0 0 0
po(m)inQ | pp(m)onTp | u-nonTly
-0.7 —0.1020 0
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Résultats numériques

Résultats numériques

1 dans {0<x<L/2,0<y<Llet0<z<L/2},
Bo(x,y,z) =< 2 dans {L/2<x<L,0<y<Llet0<z<L/2}
3 dans {0<x<L,0<y<letl/2<z<lL}.

Ds={Dx =10"° Ds=10"5, Dg =10"*} et
D§ ={Dx =10"°, Ds =107°, Dg =10"*, Dco, = 107>, Dcy, = 1072},
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Résultats numériques

Résultats numériques

TsoVilue TsoValur

Wi
W0
WL
Wa0is
W5
[T
WS
We 041
W40
Wos

Ds Dg
Figure — 5 — La production de méthane (en mgC/L) apres 2 jours en utilisant la
loi de Haldane avec Ds et DS en 2D.

@ presque la méme chose

@ la valeur moyenne n'augmente pas

o avec Ds (7,605 s en 2D et 71 s en 3D) Ds et avec DC (8,7 s en 2D,
et 103 s en 3D)
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Résultats numériques

Numerical results

420 [ 1

360 [ 1

340 [ 1

320 | \

300 1 1 1 1 1 1 1 1 1
450 455 460 465 470 475 480 485 490 495 500

X

Figure — Production de biogaz (en mgC / L) en fonction de Xo (en mgC / L)
en utilisant la loi de Haldane avec Bo = 2, K; = 10 et la diffusion Ds
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Résultats numériques

Résultats numériques

(a) 1jr (b) 2 jrs

Figure — 6 — Evolution de la production du biogaz (mgC/L) avec la loi de
Haldane
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Résultats numériques

Résultats numériques

M i

Figure — 7 — La vitesse du lixiviat (m/d) avec la loi de Haldane




Résultats numériques

Résultats numériques

(a) 1jr (b) 2 jrs

Figure — 8 — La teneur en eau 0 en utilisant la loi de Haldane
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Conclusion / Perspective

Conclusion

La résolution des équations d'écoulement du lixiviat
est |'un des chemins importants pour améliorer la
situation

—> Savoir dans quel endroit et quand la
production du biogaz est meilleure ou non.

— Une bonne prise de décision
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Conclusion / Perspective

Perspective

o A partir d'un instant critique ou le biogaz
commence a décroitre : mettre une condition de
Neumann non homogénne

pour une production optimale du biogaz.

o L'introduction de la teneur en eau dans les
équations qui décrivent |'hydrolyse et la
méthanogeénese

o Modéle d'ecoulement multiphasque fortement
couplé.
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Conclusion / Perspective
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Merci de votre attention
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