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Introduction générale

Le traitement des eaux usées est un défi majeur dans une politique de gestion durable de I’envi-
ronnement, qui constitue le premier enjeu de santé publique. La consommation du produit de ces eaux
risque de provoquer des maladies comme le choléra, la diarrhée, la dysenterie, les infections oculaires,
la gale... Trois millions d’africains en meurent chaque année. L’'UNICEF indique qu’il y a environ deux
milliards de cas de diarrhée chaque année dans le monde dont plus que 2 000 enfants de moins de cing
ans meurent chaque jour de diarrhées, liées a I’absence de traitement des eaux et au manque d’hygiéne
induit.

L’activité humaine entraine un rejet dans les milieux récepteurs de quantités trés importantes
d’éléments chimiques, comme les phosphates et les nitrates... En outre, les ressources en eau diminuent
de plus en plus face a une augmentation de la population mondiale. Ce qui mene la plupart des pays du
monde, a mettre en place des stations d’épuration dans le cadre de la politique publique de préservation
des milieux récepteurs, ainsi que la réutilisation des eaux traitées dans I'industrie et en agriculture.

Les contraintes économiques du traitement des eaux usées ont amené a la dépollution par voie
biologique, qui consiste a transformer des matieres nuisibles présentes dans les déchets, qui sont sous
forme organique (carbone, azote et phosphore), a I’aide de micro-organismes (ou biomasse).

La recherche de modeles appropriés pour décrire et expliquer les phénomeénes entrant en jeu et,
destinés a étre utilisés dans les problemes de controle de procédés, est aujourd’hui une priorité impor-
tante dans la recherche. Ces modeles sont aussi utilisés pour optimiser les processus de traitement et
résoudre des problemes importants tels que le développement d’énergie renouvelable a partir des eaux
usées et des déchets. Un procédé de traitement agit donc comme un concentrateur de la pollution qu’il

faut controler et optimiser, a partir de modéles mathématiques appropriés.

L’un des modeles les plus connus dans la littérature est le modele mathématique de compétition
de n espéces sur un seul nutriment dans un chémostat [61], ot on démontre, génériquement, qu’une

seule espéce persiste. En outre, le Principe d’Ezclusion Compétitive (PEC) [26, 30, 31], affirme qu’une
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seule espéce peut survivre a la compétition. Cependant, ce principe contredit la grande biodiversité
qu’on trouve dans la nature ainsi que dans les bioréacteurs.

Le but du travail de la theése est de modéliser des mécanismes de coexistence des espeéces mi-
crobiennes en compétition pour une seule ressource et, de faire I’analyse mathématique des modeles
développés, afin de comprendre la persistance stable des especes. L’étude de ces modeles nous a per-
mis de mieux comprendre la biodiversité des espéces microbiennes dans un chémostat. Le mémoire est

structuré comme suit :

Dans le chapitre I, nous introduisons le modele mathématique de n espéces en compétition sur une
seule ressource dans un chémostat. Le PEC y est rappelé et un état de 'art des travaux réalisés sur le
modele classique du chémostat est établi. Nous présentons, de méme, des extensions de ce modele a
des modeles qui prennent en compte les divers mécanismes de coexistence. Enfin, nous présentons la
digestion anaérobie & trois étapes avec dégradation enzymatique du substrat qui peut étre sous forme

particulaire.

Dans le chapitre I, nous considérons un modeéle mathématique ou deux espéces microbiennes sont
en compétition pour une seule ressource dans un chémostat. Dans un premier temps, nous prenons en
considération les interactions inter-spécifiques entre les deux populations de micro-organismes. Puis,
nous généralisons notre étude a un modele faisant intervenir a la fois des termes de compétition
inter-spécifique et intra-spécifique entre les individus eux-mémes. Dans ces modeles, les fonctions de
croissance considérées sont strictement monotones et les taux de dilution sont distincts. Nous déter-
minons les points d’équilibre, ainsi que leur stabilité locale. Nous montrons l’existence d’un ou de
plusieurs équilibres strictement positifs, o les deux especes coexistent et ils sont Localement Expo-
nentiellement Stables (LES). Selon la condition initiale, on observe soit I’exclusion compétitive d’une
des deux especes, soit la coexistence des deux especes. Ensuite, nous étudions I’existence et la stabilité
locale de tous les points d’équilibre d’un modele de compétition intra-spécifique linéaire avec deux
especes qu’on généralisera a n especes. Nous utilisons la méthode de la caractéristique a 1’équilibre
[44, 45], pour trouver ces points d’équilibre du systéme. Si la concentration du substrat a ’entrée du
chémostat est assez grande, nous montrons ’existence d’un unique équilibre de coexistence qui est

LES, alors que tous les autres équilibres sont instables.

La floculation, comme mécanisme de coexistence des espéces microbiennes, fera I’objet du chapitre
III. Nous présentons notre modele général d’un bio-procédé avec trois compartiments composés par
les densités du substrat, la biomasse planctonique et la biomasse attachée respectivement. Chaque
compartiment de biomasse est caractérisé par ses propres taux de croissance spécifique et taux de pré-
levement, ce qui généralise les modeles de biofilms (sans taux de dilution pour les bactéries attachées)
ou les modeles de flocs parfaits (sans taux de croissance pour les individus agrégés). Nous analysons

une classe de tels modeles avec les biomasses planctoniques et structurées, selon 'hypothese que les
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processus d’attachement et de détachement sont plus rapides par rapport a 1’échelle biologique. Nous
montrons que le modele se réduit & un modele densité-dépendant, dans lequel les fonctions de crois-
sance et le taux de prélevement dépendent de la densité de ’espéce. Nous étudions ce modele réduit
avec une seule espece et nous analysons ’extension avec plusieurs especes dans le chapitre IV.

Ensuite, nous intéressons au modele de floculation de deux bactéries libres avec des taux de crois-
sance monotones. Nous considérons que les flocs consomment moins de substrat que les bactéries
isolées, car ces flocs ont un moins bon acces au substrat, étant donné que cet acces au substrat est
proportionnel & leur surface extérieure. Ce mécanisme permet a l'espece la plus compétitive d’inhi-
ber sa propre croissance pour pouvoir coexister avec 1’espece la moins compétitive. Nous démontrons
I’existence d’un unique équilibre de coexistence qui est LES.

L’étude du modele ou le taux de croissance des bactéries isolées est non monotone, avec une
seule espéce, prouve 'existence d’au plus deux équilibres strictement positifs. Nous démontrons soit la
convergence globale vers ’équilibre strictement positif ou I’équilibre de lessivage, soit la bistabilité avec
deux bassins d’attraction, un vers I’équilibre strictement positif et 'autre vers ’équilibre de lessivage.
L’analyse mathématique du méme modele avec deux especes montre 'existence d’un unique équilibre
strictement positif qui peut étre LES, alors que tous les autres points d’équilibre sont instables. Les
simulations numériques illustrent la coexistence pour toute condition initiale strictement positive.
Ensuite, nous étudions les bifurcations suivant la concentration a I’entrée du chémostat et le taux de
croissance maximal de la deuxiéme espéce. Les simulations numériques montre 1’existence d’un cycle
limite par une bifurcation de Hopf super-critique et une bifurcation de Bogdanov-Takens, [39], avec
convergence soit vers un équilibre de coexistence, soit vers un cycle limite.

Finalement, nous analysons notre modele de floculation, ou une bactérie isolée peut s’agréger avec
une autre, ou un floc, pour former un nouveau floc. Nous montrons que ce modele avec une seule espece
et des taux de croissance des bactéries isolées et des flocs monotones, peut présenter la bistabilité.
L’étude de ce modele montre aussi I'existence de trois équilibres strictement positifs avec bistabilité
et, selon la condition initiale considérée, la biomasse libre et/ou attachée est favorisée. Nous étudions
également ce modele dans les cas limites ou le taux d’attachement et/ou de détachement est nul. Nous
montrons que les équilibres strictement positifs convergent vers les équilibres des systémes limites

correspondants, lorsque le taux d’attachement et/ou de détachement est assez petit ou assez grand.

Dans le chapitre IV, nous étudions tout d’abord le modele densité-dépendant intra-spécifique avec
n especes et des taux de prélevement qui dépendent de la concentration de chaque espéce. Ce modele
est déduit du modele de floculation, considéré dans le chapitre III, avec des taux de prélevement
distincts. En utilisant la technique de la caractéristique a 1’équilibre, nous déterminons la condition
d’existence de I’équilibre de coexistence et nous étudions son comportement asymptotique local.

Ensuite, nous analysons le modeéle densité-dépendant intra-spécifique avec deux espeéces et les
mémes taux de dilution par la méthode des isoclines pour I'appliquer dans I’étude du modele densité-

dépendant intra et inter-spécifique. Nous déterminons la condition d’existence de 'unique équilibre
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de coexistence et nous prouvons qu'’il est Globalement Exponentiellement Stable (GES) pour toute
condition initiale strictement positive.

Enfin, nous considérons les compétitions inter-spécifiques entre les deux espeéces pour voir leurs
effets sur la coexistence. Nous démontrons la persistance stable des deux especes pour des termes
de compétition inter-spécifique assez faibles et, pour des termes de compétition inter-spécifique assez
grands, nous prouvons que le systeme présente la bistabilité et que selon la condition initiale, il y a

exclusion compétitive d’une des deux espéces.

Dans le chapitre V, nous nous intéressons a l’analyse mathématique d’un modele de dégradation
enzymatique dans un chémostat d’un substrat, qui peut se trouver sous forme solide, [60]. L’étude
du modele a trois étapes est déduite a partir de celle d’un sous-modele de plus faible dimension,
puisque certaines variables peuvent étre découplées des autres. Nous étudions 'existence et la stabilité
des points d’équilibre du sous-modele pour des taux de croissance monotones et des taux de dilution
distincts. Nous montrons que le sous-modele étudié peut présenter une bistabilité pour des taux de
croissance monotones. Dans le cas ou le taux de croissance de la premiere espece est non monotone,
nous démontrons que, selon la concentration du substrat a 'entrée du chémostat, le sous-modele ad-
met au plus quatre équilibres strictement positifs. En outre, pour toute condition initiale strictement
positive, la solution converge vers un des équilibres strictement positifs et, ’équilibre de lessivage est
instable. Nous généralisons notre étude au cas ou le taux de consommation du substrat lentement
biodégradable par la premiere espece est de densité-dépendance, si on considere qu’on travaille dans
un environnement non homogene, [42]. Selon la concentration du substrat a I'entrée du chémostat,
nous montrons que le sous-modele présente soit la bistabilité, soit la stabilité globale de 1’équilibre
strictement positif ou de 1’équilibre de lessivage.

Enfin, nous donnons une étude complete du modele a trois étapes dans le cas ou les taux de croissance
sont monotones. Nous montrons 1’existence d’au plus neuf points d’équilibre positifs dont quatre sont
strictement positifs et 'un d’eux est LES. Ce modele a trois étapes présente un comportement tres
riche avec soit bistabilité, tri-stabilité ou quadri-stabilité. De ce fait, selon la condition initiale consi-
dérée, il y a lessivage de deux ou d’une des espéces ou, pas de lessivage de ces derniers. Les simulations

numériques illustrent les résultats mathématiques démontrés.

En dernier lieu, nous présentons une conclusion générale sur les résultats obtenus ainsi que des

perspectives et des extensions possibles de travail.



Chapitre 1

Introduction a la théorie du chémostat

1 Introduction

Le chémostat est un appareil de laboratoire qui permet la culture et I’étude des especes de micro-
organismes ou de cellules végétales. La premiere introduction du chémostat date de 1950 par leur
inventeurs Novick et Szilard [48] et Monod [47], afin d’observer des bactéries en environnement abio-
tique constant. Aujourd’hui, il est largement utilisé pour modéliser des bioréacteurs industriels.

Dans un chémostat, les nutriments nécessaires a la croissance cellulaire alimentent en continu le
récipient de culture par une pompe reliée au réservoir. Les micro-organismes a 'intérieur du chémostat
croissent continuellement sur ces nutriments. Les nutriments résiduels et les micro-organismes sont
retirés du chémostat a la méme vitesse ce qui permet le maintien de la culture, dans le fermenteur,
a un volume constant. Les chémostats de laboratoire contiennent généralement de 0.5 a 10 litres
de culture, en revanche les cultures du chémostat industriel peuvent impliquer des volumes allant
jusqu’a 1300 m? pour la production continue de la biomasse microbienne. Le chémostat est également
utilisé comme un modele de processus de traitement des eaux usées. En fait, il peut étre utilisé
pour cultiver des micro-organismes sur les éléments nutritifs tres toxiques dans le but de réduire
leurs concentrations. Le chémostat est d’une grande utilité dans des domaines tels que la physiologie,
I’écologie et la génétique des micro-organismes. Dans sa forme commerciale, il joue un réle important
dans certains procédés de fermentation, en particulier dans la production commerciale de produits par
des organismes génétiquement modifiés (par exemple, dans la production d’insuline). Trois modes de

fonctionnement sont possibles dans un bioréacteur :

1. En discontinu ou "batch" en anglais : L’entrée et la sortie sont nulles. Les micro-organismes ont

une croissance exponentielle.

2. En semi-continu ou "fed batch" en anglais : Seule la sortie est nulle. C’est le mode de fonction-

nement qu’on préfere lorsque ’objectif est le controle de la population.

3. En continu : Le débit de la sortie est égal au débit de 'entrée. Le volume est donc constant dans

le réservoir.

Dans le cas du chémostat, c’est le troisieme type de fonctionnement (en continu) qui est privilégié.
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Nous pouvons schématiser un chémostat de la fagon suivante :

Entrée d’air

Pompe Moteur
Sin b | | Sortie d’air
|
> | L_m&
[®) \ / Fout
S Pompe
S x
-C)__-
o © v

Fig. I.1 — Chémostat.

S(t) et x(t) désignent les concentrations, & l'instant ¢, du substrat (nutriment) et de la biomasse qui
sont mesurées en grammes par litre (g/1) ; S;y, est la concentration du substrat a I’entrée du chémostat ;
V est le volume du bioréacteur mesuré en litre (1) ; Fy, et Fyy, représentent, respectivement, les débits
d’entrée et de sortie mesurés en litre par heure (I/h). Le taux de dilution est défini comme le débit de

I’écoulement de fluide Fj, sur le volume de culture dans le bioréacteur V. Il s’exprime en 1/h

F;

D= .
|4

Notons que 1/D est le temps de séjour hydraulique qui définit le temps moyen mis par une molécule
d’eau pour entrer et sortir du chémostat. Pour atteindre un état d’équilibre, d’autres parametres autres
que le taux de dilution et le volume de la culture doivent étre maintenus constants (par exemple, la
température et le pH). En utilisant la loi de Antoine Lavoisier : « Rien ne se perd, rien ne se crée,
tout se transforme » et en établissant le bilan de masse entre les instants ¢ et ¢ + dt, nous obtenons le

systéme

VSlyar — VSl = FpSmdt — FouSdt — c(S,x)Vdt
Velppa — Valp = — Foyxdt + (S, z)Vdt
Viggar — Ve = Findt  —  Foudt,

ou y est un coefficient de rendement et ¢(.S, z) représente le taux de croissance de ’espece z. Comme,
dans un chémostat, F;, = F,,; alors en divisant la troisieme équation par dt et les deux premieres

équations par Vdt, nous déduisons que

= D(Sin—9)— 56(5, x)
c(S,z) — Dz
V = 0.

.
|
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Ainsi, le volume V est constant. Plusieurs cinétiques dépendent de la concentration du nutriment et des
parametres environnementals comme le PH, la température, la pression... Cependant, la concentration
du substrat joue un role dominant par rapport aux autres facteurs agissant sur la croissance. En faisant
I’hypothese,

HO : Le taux de croissance spécifique ¢(.S, x) est linéaire en =z,

c’est-a-dire tous les individus d’'une méme espéce ont un acceés uniforme au substrat, nous pouvons
écrire ¢(S,z) = f(S)z ou f(S) est le taux de croissance de la biomasse qui ne dépend que de la

concentration du substrat. Nous citons ’exemple d’un taux de croissance linéaire en S
f(5) =aS

avec « un réel strictement positif. Plusieurs autres cinétiques sont utilisées dans la littérature et
considérent que la biomasse admet un taux de croissance maximal comme plusieurs étres vivants, par
exemple

— Loi de Monod :
mS

f(S) = Ks+9

avec m le taux de croissance maximal et Kg est la constante de Michaelis-Menten (ou de demi-
saturation). Cette loi permet de rendre compte des phénomeénes de saturation et limitation (voir
Fig. 1.2 (a)).

— Loi de Haldane :
mS

T Ks+ S+ S2/K;

f(S)

avec K est la constante d’inhibition (voir Fig. 1.2 (b)). Cette loi permet de rendre compte
des phénomenes de saturation et inhibition. Elle est utilisée lorsque certains composés peuvent

inhiber une réaction si leur concentration est trop élevée.

(a) (b)

S

Fig. 1.2 — Taux de croissance de type Monod (a) et de type Haldane (b).

Si f est de type Monod et I’équation f(S) = D admet une solution, alors nous notons cette solution
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par A. C’est le seuil de rentabilité ou "break-even concentration" en anglais. Si f est de type Haldane
et ’"équation f(S) = D admet deux solutions, alors nous notons ces solutions par A et g ou A < p.
(voir Fig. 1.2).

2 Le Principe d’Exclusion Compétitive

Dans le modele mathématique de compétition de n espeéces pour une ressource dans un chémo-
stat, un résultat classique, connu sous le nom de Principe d’Exclusion Compétitive (PEC), affirme
génériquement qu’une seule espéce peut survivre a la compétition [26, 30, 31, 54, 57, 61]. Le modele
s’écrit

. "1
S = D(Sm—S)—;Efi(SWu (D)
z; = [fi(S) — D]z, 1=1,....n

ou x;(t) désigne la concentration de I’espeéce i et n est le nombre d’espeéces. La fonction f;(.S) repré-
sente le taux de croissance de I'espéce ¢ qu’on suppose strictement croissante. y; est un coefficient de
rendement qui peut étre égal & un, pour i = 1,...,n, sans perte de généralité. En effet, en faisant le

changement de variable X; = %, nous obtenons le systeme (I.1) ou y; = 1 et z; = X;.

Si on suppose que A\ < A\j < Sy, pour j = 2 ou Aj := f]-_l(D), alors toutes les solutions tendent
vers I’équilibre GES, [61]

S:)\l, mlel- —/\1, l‘jZO, ]22

Plusieurs extensions de ce modele ont été étudiés dans la littérature. Butler et Wolkowicz, [9], ont étudié
le modele (I.1) pour une classe générale de taux de croissance qui inclut les fonctions monotones mais
aussi non monotones. Pour des seuils de rentabilité distincts, ils ont démontré I’exclusion compétitive
ou au plus un seul compétiteur évite I’extinction. Dans certains cas, I’espéce qui gagne la compétition

dépend de la condition initiale.

Récemment, Sari et Mazenc, dans [57], ont pu construire une fonction de Lyapunov pour étudier
Pattractivité globale du modele (I.1) avec une classe générale de taux de croissance, des taux de mor-
talité différents pour chaque espece et des taux de rendement variables en fonction de la concentration
du substrat. Ils ont démontré qu’une seule espéce peut survivre a la compétition, c’est ’espéce qui a
la plus petite valeur du seuil de rentabilité, c’est-a-dire ’espece qui consomme moins de substrat pour
atteindre son équilibre. Sari, dans [54, 55|, a proposé une nouvelle fonction de Lyapunov, pour 1’étude
de la stabilité asymptotique globale du modele (I.1), qui est une extension des fonctions de Lyapunov
utilisées par Hsu [34] et par Wolkowicz et Zhiqi [70]. Le cas des taux de croissance f; strictement

croissantes et des taux de dilution distincts reste un probléme ouvert.

Nous considérons la quantité totale de matiere dans le chémostat, z = S + 2?21 xj. A partir de
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(I.1), nous avons 2z = D(S;, — z). Ainsi,
2(t) = Sin + [2(0) — Siple ™" et lim  z(t) = Sin.

t—4o00

On se place sur ’ensemble attracteur invariant

S + Z:L'j = Sin-
j=1

Nous pouvons vérifier que le systéme (I.1) se réduit au systéme limite
n
l"i: fz Sin_Zva - D i, ’L'Zl,...,TL. (12)
j=1
Les points d’équilibre sont donnés par les intersections des isoclines
n
€T, = 0 ou S,m — )\1 == ZCE]’ avec )\z = f;l(D)
j=1

Dans le cas de deux espeéces, 1’équilibre strictement positif est donné par 'intersection de deux isoclines

d’équation

{ ry = 61(z1) = (Sin — A1) — 11
o = (52(1’1) = (SZ —)\2)—1'1.

Ainsi, les deux isoclines sont paralleles et par suite, il n’existe aucun équilibre strictement positif (voir
Fig. 1.3).

T2
A
Sin - >\1
Sin — A2
—3 1
Eo Sin —A2 Sin— M1

Fig. 1.3 — Isoclines du systéme réduit (I.2) avec n = 2 dans le cas A1 < A2 < Sin.

L’ajout des termes de compétition dans le modele classique du chémostat (I.1), permet & ces isoclines

de se croiser et par suite a faire apparaitre un équilibre strictement positif de coexistence.
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3 La coexistence

Le PEC contredit la biodiversité que ’on trouve, par exemple, dans les écosystemes aquatiques ou
plusieurs espeéces phytoplanctoniques en compétition sur quelques ressources peuvent coexister, voir
[35, 58]. Cette biodiversité, que 'on retrouve aussi dans les bioréacteurs, avec un mélange incorporant

au moins deux compétiteurs pour une seule ressource, voir [33, 59].

3.1 La compétition

L’ajout, dans le modele (I.1), des termes de compétition inter-spécifique entre les populations de
micro-organismes et/ou de compétition intra-spécifique entre les individus de la méme espéce, conduit
a un systéme ou les espéces coexistent a I’équilibre, [71]. En effet, dans le cas de compétition intra-
spécifique dans la dynamique de deux espeéces, il existe un unique équilibre strictement positif de
coexistence qui est LES. Dans le cas de compétition inter-spécifique dans la dynamique des deux
espeéces, il existe un unique équilibre strictement positif mais qui est instable [71]. Nous avons étudié
le modele de compétition intra et inter-spécifique ou nous avons démontré que, selon la condition
initiale, la solution converge soit vers ’exclusion d’une des deux especes soit vers la coexistence des
deux espeéces.

Le modele de compétition intra-spécifique linéaire a été étudié par De Leenheer et al., [40, 41], ou
ils ont démontré que si les termes de compétition intra-spécifique sont assez grands le systéme peut
présenter la coexistence et 1’équilibre strictement positif est globalement asymptotique stable (GAS)

dans l'orthant strictement positif.

3.2 La floculation

Dans la culture de micro-organismes, 'attachement des individus microbiens se produit fréquem-
ment et se manifeste soit par une fixation sur la paroi comme dans la croissance des biofilms ou
simplement par une agrégation telle que la formation de flocs ou de granulés, [12, 65]. La formation de
flocs ou de granules a un impact direct sur la dynamique de croissance, puisque 1’acces au substrat est
limité pour les micro-organismes a l'intérieur de telles structures. Les mécanismes d’attachement et
de détachement résultent de couplage des conditions d’hydrodynamique et des propriétés biologiques,
mais ne sont pas encore completement compris au niveau des individus microbiens.

La Fig. 1.4 illustre le mécanisme d’attachement des bactéries isolées (en rouge) pour former un floc
(en bleu) ou bien les bactéries isolées et les bactéries en flocs peuvent s’agréger ensemble et former un
nouveau floc. La Fig. [.5 illustre le mécanisme de détachement des bactéries isolées a partir d’un floc
ou bien la division d’un floc en deux.

Plusieurs modeles, utilisant des représentations individuelles, ont été proposés et sont encore pour
la modélisation et la compréhension de ces phénomenes, [50, 53]. Au niveau macroscopique, la limita-

tion de substrat peut étre mesurée expérimentalement dans les biofilms ou les flocs, [8, 10, 67]. Une
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(a) (b)

¥

Fig. 1.4 — (a) Attachement de deux bactéries isolées. (b) Attachement des bactéries isolées avec un floc.

s -
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®

(a) (b)

ﬁ‘¥ . ’_,

Fig. 1.5 — (a) Détachement de deux bactéries isolées.(b) Détachement d'un floc.

représentation grossiere, adaptée au niveau macroscopique, consiste & diviser la biomasse totale en
deux parties : une “biomasse planctonique”, composée d’individus libres et une “biomasse attachée”
composée d’individus qui sont attachés ensemble, [38]. Cette considération meéne & un changement
significatif sur les performances de prédiction des modéles, par rapport aux cultures purement planc-
toniques. Dans un chémostat, les cellules planctoniques consomment aisément les substrats nécessaires
a leur croissance, mais sont plus facilement lessivées par I’écoulement. Au contraire, les cellules agré-
gées ou les biofilms ont un acces plus difficile aux ressources en fluide, mais sont plus résistants au
détachement induit par les conditions hydrodynamiques. Par conséquent, les modéles mathématiques
sont censés comprendre et prédire les solutions de ces compromis. Plusieurs extensions du modeéle
bien connu de chémostat, [61], qui considérent deux compartiments de biomasse libre et attachée pour
chaque espéce, ont été proposées et étudiées dans la littérature. Dans les modeles avec fixation sur la
paroi, la biomasse attachée est supposée fixe tandis que les individus détachées retournent directement
au compartiment planctonique, [51, 62]. Dans les modeles avec agrégation, les agrégats sont lessivés
par ’écoulement mais les bactéries a l'intérieur des flocs sont supposées n’avoir aucun acces ou un

acces limité aux ressources, [27, 28].

Ce mécanisme de floculation permet a I'espece la plus compétitive d’inhiber sa propre croissance
par la formation des flocs et de consommer moins de substrat pour pouvoir coexister avec les autres

especes les moins compétitives. Ainsi, la floculation est un autre mécanisme qui permet d’expliquer la
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coexistence et qui a été proposé et étudié dans la littérature, voir [28, 56]. Haegeman et Rapaport, [28],
ont proposé un modele de compétition de deux especes microbiennes sur un seul nutriment avec des
taux de croissance monotones en supposant que I’espéce la plus compétitive inhibe sa propre croissance
par la formation des flocs. Ils ont pu démontrer la coexistence des deux especes, ce qui contredit le

PEC ou une seule espéce survit a la compétition, [31].

Dans la littérature, [13, 68], les échelles de temps de floculation sont de l'ordre de 1 & 10 minutes.
Ils sont & comparer avec des temps de croissance bactérienne de 1 heure a 1 jour et des temps de
rétention de quelques heures a quelques jours. Ainsi, en considérant que les processus d’attachement
et de détachement peuvent étre rapides par rapport au temps biologique, il est montré dans [28] que
la dynamique réduite de tels systemes revient & avoir un seul compartiment de biomasse pour chaque

souche, mais avec un taux de croissance densité-dépendant.

3.3 La densité-dépendance

Ainsi, la floculation justifie la considération des fonctions de croissance densité-dépendantes dans
le modele du chémostat, comme déja introduit dans la littérature dans le domaine de 1’écologie ma-
thématique, [1], ou du génie des procédés de traitement des eaux usées, [32]. Dans [41, 42, 44, 45], il a
été démontré que cela pourrait conduire a la coexistence de plusieurs especes en compétition sur une

méme ressource limitée, invalidant ainsi le PEC.

En fait, si les dynamiques de floculation et de défloculation sont plus rapides que la croissance des
especes, alors le modele de floculation se réduit au modele densité-dépendant ou les taux de croissance
ne dépendent pas seulement de la concentration en substrat, mais également des concentrations en
micro-organismes, voir [42, 45]. Ce modeéle permet de montrer I'existence d’un unique équilibre de

coexistence qui est GES pour toute condition initiale strictement positive.

Lobry et al. [42-45] ont introduit une nouvelle classe de cinétiques qui dépendent de la concentra-
tion du nutriment et les concentrations des micro-organismes et ils ont pu démontrer la coexistence
de plusieurs especes en compétition sur un seul nutriment dans un chémostat. Le modéle densité-
dépendant intra-spécifique de n especes a été considéré dans [44] lorsque les taux de dilution sont
égaux et dans [43, 45] lorsque les taux de dilution sont distincts. Le modele avec des taux de crois-
sance densité-dépendants intra et inter-spécifique et les taux de dilution sont égaux, a été considéré
dans [42]. Il a été démontré numériquement que si la compétition intra-spécifique est assez grande par

rapport & la compétition inter-spécifique, alors il y a persistance stable des espéces microbiennes.

Différents mécanismes avec des considérations sur les taux de consommation pourraient également
conduire & la coexistence des espeéces, [2]. Le modele de compétition de deux espéces sur un seul nu-
triment dans un chémostat, mais ayant des seuils de rentabilité différents mais assez proches, présente
une dynamique lente-rapide. La considération des petites perturbations autour du taux de dilution
pour lequel les seuils de rentabilité sont identiques, montre la coexistence des especes en utilisant la
théorie de Fenichel [29].
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4 L’hydrolyse

La digestion anaérobie est un procédé biologique dans lequel la matiére organique est transfor-
mée par des micro-organismes en méthane et dioxyde de carbone (biogaz) en I’absence d’oxygene. La
recherche de modeles appropriés et destinés a étre utilisés dans les probléemes de contrdle est aujour-
d’hui une priorité importante pour optimiser les processus de fermentation et résoudre des problémes
importants tels que le développement d’énergie renouvelable a partir des eaux usées et des déchets.

Du point de vue microbiologique, biochimique et technologique, la digestion anaérobie est géné-
ralement considérée comme composée de trois étapes : L’hydrolyse et la liquéfaction des molécules
organiques de grande taille insolubles, par des enzymes extracellulaires; une étape de production
d’acides par un consortium microbien acidogéne et une étape de production du méthane par un éco-
systeme méthanogene. La Fig. 1.6 illustre le schéma réactionnel de la digestion anaérobie a trois étapes

ou la lettre B. désigne les Bactéries.

1- Hydrolyse 2- Acidogénese 3- Acétogénese 4- Méthanogéneése

(Mat iére organique insoluble}

( COs + Hy B. méthanogénes
hydrogénophiles

B. hydrolytiques

B. acidogénes

(Acide organique volatile @ { CH, + COq J

B. acétogenes

{Matiére organique soluble

B. méthanogénes
acétoclastes

( Acétate

Fig. 1.6 — Schéma réactionnel de la digestion anaérobie.

Plusieurs modeles mathématiques liés a ces phénomeénes ont été proposés dans la littérature. Ils
sont cependant souvent trés complexes et non appropriés pour le controle [4, 60]. La manieére la plus
appropriée pour modéliser I'hydrolyse fait encore débat. En pratique, deux visions dominent : on
peut supposer qu’il s’agit d’un phénomeéne purement enzymatique ou alors considérer le réle majeur
des bactéries hydrolytiques et donc rajouter un compartiment microbien particulier au modele. Cette
étape réactionnelle peut donc étre modélisée de différentes manieres :

- On peut considérer que 'activité microbienne enzymatique est constante sans faire intervenir expli-
citement un compartiment microbien hydrolytique. La vitesse de réaction est alors ro = kp,qXo ol
kpyq est une constante et ou Xy désigne la concentration du substrat lentement biodégradable.

- On peut diviser le compartiment du substrat en deux parties : le substrat lentement biodégradable

Xo et le substrat facilement biodégradable S;. Pour avoir un modele assez simple, on peut supposer
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Chapitre I. Introduction a la théorie du chémostat

de plus que le méme consortium bactérien X; dégrade ces deux substrats. La vitesse de réaction est
alors 1o = po(Xo) X1 ou po désigne le taux de consommation de Xy par X.

Le Tab. I.1 résume les différentes étapes réactionnelles de la digestion anaérobie.

Etapes Réactions biologiques
Hydrolyse Xo —2 5 kySy
Acidogénese k151 ——— X1 + k2So + COs
Méthanogéneése || k3S; ——=— Xy + COy + CH,y

Tab. I.1 — Etapes réactionnelles de la digestion anaérobie.

ou r; = pi(S;) X5, = 1,2 désignent, respectivement, les vitesses de réaction et p;,7 = 1,2, les taux
de croissance spécifique de X; sur S; pour i = 1,2, avec S est la concentration en intermédiaires
métaboliques qui sont les acides gras volatiles et Xo(t) la concentration des bactéries méthanogenes.

Finalement, k;,¢ = 0,...,3, désignent les coefficients de rendement associés aux réactions biologiques.

5 Conclusion

Ce premier chapitre donne un apercu sur les modeles mathématiques pour la compétition et la
coexistence des especes microbiennes dans un chémostat. Dans un premier temps, nous avons présenté
le chémostat ainsi que le modele mathématique de compétition d’une espéce pour une ressource dans
un chémostat. Nous avons rappelé, ensuite, le PEC qui n’est pas en accord avec les observations et la
grande diversité des espéces qu’on trouve dans la nature ainsi que dans les bioréacteurs. Enfin, nous
avons présenté quelques mécanismes de coexistence ainsi que les extensions du modele classique du
chémostat (I.1), traitées dans la littérature, en vue de prouver la coexistence des espéces microbiennes.

La suite de la these consiste a examiner ces différents mécanismes de coexistence : La compétition
inter et intra-spécifique que nous étudierons dans le chapitre II, la floculation dans le chapitre III et
la densité-dépendance dans le chapitre IV. Dans le dernier chapitre V, nous étudions un modele de
digestion anaérobie a trois étapes avec dégradation enzymatique du substrat qui peut étre sous forme

particulaire.
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Chapitre 11

La compétition inter et intra-spécifique

1 Introduction

Nous étudions ici le modele de compétition de deux especes microbiennes pour une seule ressource
en prenant en considération la compétition intra et inter-spécifique avec des taux de dilutions distincts.

Le modele s’écrit

2
S = D(Sin-—28)-) fi(9)Xi,
=1
2
Xi = [fi(9) =D ai(X;) — Di) X, i=1,2
j=1

ou S(t) et X;(t) désignent les concentrations du substrat et de l'espece i, 1 = 1,2; ¢;;(X;) désigne
les termes de compétition intra-spécifique et ¢;;(X;), i # j, désigne les termes de compétition inter-
spécifique supplémentaires entre les espéces. La fonction f;(S) représente le taux de croissance de
I’espéce ¢ que nous supposons strictement croissante. D; désigne le taux de prélevement de I'espece ¢
qui est égal a la somme du taux de mortalité de ’espéce ¢ et du taux de dilution.

Ce modele a été proposé et étudié dans [71], dans le cas de la compétition inter-spécifique (g1 =
q22 = 0), et dans le cas de la compétition intra-spécifique (q12 = g1 = 0). Le cas, ol nous considérons
une compétition inter-spécifique dans la dynamique de 'espece X (g11 = 0) et une compétition intra-
spécifique dans la dynamique de l'espéce X5 (g21 = 0) n’a pas été considéré dans [71]. Ce cas semble
aussi pertinent pour les applications car il présente une certaine analogie avec le modele ou il y a

coexistence de deux especes grace a la production d’un métabolite [14, 59] :

S = D(Sim — S) — [1(9) X1 — fa(5) X2
X1 = [f1(S) + g1(R) — diR — D] X3
X5 = [f2(S) — doR — D] X,

R = f»(S)Xy — bg1(R) X, — DR

Dans ce modele, 'espéce X» produit un métabolite R qui inhibe sa propre croissance et vient activer

et inhiber a la fois la croissance de ’espece X7. Le but est de comprendre le mécanisme de coexistence
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dans ce type de modele et de voir par exemple si dans le modele simplifié du type suivant :

S = D(Sin — S) — f1(S) X1 — f2(9) X2
X1 =[f1(S) — q1(X2) — D1] X4 (IL1)
Xo = [f2(S) — g2(X2) — Do) Xo.

ou l'espece X» inhibe sa propre croissance, ainsi que celle de X7, il peut y avoir coexistence des especes.

Nous supposons dans ce modele pour ¢,j = 1,2
H1 : f;(0) =0 et pour tout S > 0, f/(S) >0,
H2 : ¢;(0) = 0 et pour tout X >0, ¢j(X) > 0.

Si I’équation f;(S) = D; admet une solution, on note

Sinon, on pose \; = +00. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition I1.1. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme (I11.1) restent positives
et bornées pour tout t > 0.

Preuve. Pour toute condition initiale S(0) positive, dés qu’il existe un premier temps to > 0 tel que
S(tg) = 0, nous avons S(tg) = DS, > 0. D’ott S(t) > 0 pour tout t > tg. Comme S(t) > 0 pour tout
t € [0,tg], donc S(t) = 0 pour tout ¢t > 0. D’autre part, pour toute condition initiale X;(to), positive,
dés qu’il existe un premier temps to > 0 tel que X;(tp) = 0, nous avons X;(tg) = 0, c’est-a-dire que
X (t) reste identiquement nulle, ce qui prouve la positivité. Pour montrer que toutes les solutions sont

bornées, nous considérons la quantité totale de matiére dans le chémostat, Z = S + X7 + Xo. Ainsi,
Z = D(Sin — S) — D1X1 — D2 X3 — q1(X2) X1 — q2(X2) Xo.

Posons D* = min(D, D1, D3). Par majoration, nous obtenons

. . D
Z <DS;, —D*Z=D* [D*Si —Z}.

D )
Posons V = Z — ﬁSm, alors V < —D*V. D’apres le lemme de Gronwall [25], nous avons

D

ﬁSm>e_D*t pour tout ¢ > 0.

Nous en déduisons que

D
—*Sm) pour tout t > 0.

Z(t) < max (2(0), 5

Par conséquent, les solutions sont bornées. |
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2 Modele de compétition inter-spécifique de deux espéces

Nous nous proposons, dans un premier temps, d’étudier le modele de compétition inter-spécifique

entre 1€ 2 avec des termes de competition 1mmtra-specl ue nuls 9 = . Le moaele s‘ecri
tre X1 et X des t d pétition intra-spécifiq Is (g2 = 0). Le modele s’écrit

S = D(Sin — S) — f1(S) X1 — f2(S) X
X1 =[f1(S) — q1(X2) — D1] X4 (IL.2)
Xy = [f2(S) — Do) Xo.

2.1 Existence des points d’équilibre

Nous étudions, dans la suite, I'existence des points d’équilibre positifs du systeme (I1.2) sous les

hypotheses H1 et H2 pour j = 1. Nous calculons les isoclines nulles. Nous obtenons

D(Sin — 8) = f1(5) X1 + f2(S) X2
X1=0 ou fi(S)—D1=q(X2) (IL.3)
X2 =0 ou S= )\2

Comme la fonction ¢ est strictement croissante, alors nous définissons les fonctions suivantes par

D(Sin — S)

§1(8) =4 (1(8) = D) et &(8) = =37

Notons que la fonction &3(-) est strictement décroissante sur ]0, S;,]. Nous montrons alors le résultat

suivant :

Proposition I1.2. Les points d’équilibre du systéme (11.2) sont donnés par
— Ey = (Sin, 0,0) qui existe toujours et représente le lessivage.

- B = (Al,Xl, 0) qui existe si et seulement si Sy, > A1, avec

R = D822

— Ey = (Ae,0, Xg) qui existe si et seulement si Si, > Ao, avec

Xy = D(Si;); A) = &3(A2).

- E* = (X, X{, X3) qui existe si et seulement si \1 < Mg et £1(N\2) < &3(A2), avec

X3=6(h) et Xf:ﬁl())i)[fs(&)—&(b)]

Preuve. On peut facilement vérifier 'existence des points d’équilibre Ey, F et Eo. Le point d’équilibre

strictement positif E* = (S*, X}, X3) avec S* > 0 et X > 0, pour i = 1,2, représente la coexistence
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entre les deux especes. De la deuxieéme et la troisieme équation de (I1.3), nous déduisons que :
S =X et X5 =g (fi(A2) = D1) =&1(N2)

d’ott X5 > 0 si et seulement si A\; < A2 (voir Fig. II.1). De la premiére équation du systeme (I1.3),

1 D,
X = D(Sin — X2) — fa(A2) X5] = ——[&3(N2) — X5
L= 0w [D( 2) — f2(A2) X3] fl(/\z)[&)’( 2) — X3]
donc X7 > 0 si et seulement si X3 < £3(\2), ce qui achéve la preuve de la proposition. |
X2 N

€3(X2) Xz =&(9)

X5 =&(M)

At A2 S;

Fig. II.1 — Projection des points d’équilibre Ey, E1, E2 et E* dans le plan (S, X2) et condition d’existence de
I’équilibre strictement positif E*.

2.2 Stabilité locale

Dans la suite, nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre du systéme (I1.2).

Proposition I1.3. Nous supposons que A\ < Ao < Sip.
— St &1(A2) < &(A2) alors E* est instable, Ey et Ey sont LES. 1l y a donc bistabilité avec deux

bassins d’attraction.
— 51 &3(N2) < &1(N2) alors E* nlexiste pas, Eo est instable et Ey est LES.

Preuve. Nous savons que E; = (A1, X1,0) existe si et seulement si A\; < S;;,. La matrice Jacobienne

en Fj du systéme (I1.2) est
-D-fia)X1 —Di —fo(M)
J1 = filA)Xa 0 —¢(0)Xy
0 0 fo(M)—Ds

Donc fa(A1) — D2 est une valeur propre de J;. Cette valeur propre est négative si et seulement si
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A1 < Ag. Les deux autres valeurs propres de J; sont les valeurs propres de la matrice

-D—f'(\)X1 —Dy

A= NS
fi(A) Xy 0

Nous avons
det A=Dif{(M)X1 >0, trAd=—-D— f'(\)X; <0.

Par conséquent, les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative. Nous déduisons

que E; est LES si et seulement si A\; < Ag. La matrice jacobienne en Es du systeme (I1.2) est égale a

—D — fi(X2) X —fi(A2) —Ds
J2 = 0 fl()\g) — q1(X2) — D1 0
f3(A2) Xs 0 0

Donc f1(A2) —q1 (Xg) — D est une valeur propre de Jo. Cette valeur propre est négative si et seulement
si fi(Ae)— D1 < @1 (X'g), c’est-a-dire que &1(\2) < Xy = &3(A2). Les deux autres valeurs propres de Jo

sont les valeurs propres de la matrice

—D — f}(A\) Xy —Ds

A= RGNS
f2(A2) X2 0

Nous avons

det A= Dyfs(X)X2 >0, trAd=—D — f'(\) X5 < 0.

Par conséquent, les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative. Eo est donc

LES si et seulement si &;(A2) < £3(\2). La matrice jacobienne en E* du systeme (I1.2) est égale a

—mi1 —miz —Mi3
Jeg-=| moa 0 —Mma3
ms1 0 0

avec

mi1 = D+ fi(A) X7 + fo(X2) X5, mia = fi(A2), maz = Do,
mo1 = fi(A2) X7, mo3z = q(X3)X], ma = f3(A2) X5,

Le polyndéme caractéristique de Jg= est donné par
Py .(\) = co)’ + X+ ca) + c3

avec

co=-1, c=-mn, c= —(m12m21 + m13m31)7 C3 = Tn12M311M23.
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Comme les coefficients ¢; ne gardent pas un signe constant, alors d’aprés le critere de Routh-Hurwitz,
E* est instable. [

L’ajout du terme de compétition inter-spécifique ¢;(Xs) pour inhiber la croissance de X; par Xs, a
pu faire apparaitre un équilibre strictement positif E* instable qui sépare deux bassins d’attraction
ou Fj et Ey sont LES.

Dans la suite, nous nous proposons d’ajouter un terme de compétition intra-spécifique g2(X2) entre
les individus de la deuxiéme espéce, pour espérer avoir la coexistence entre les deux especes. Le modele

obtenu est alors le modele (IL.1).

3 Modele de compétition inter-spécifique et intra-spécifique de deux
especes

Nous nous proposons, dans un premier temps, d’étudier ’existence des points d’équilibre du sys-

teme (I1.1). Nous étudions, ensuite, leur stabilité quand ils existent.

3.1 Existence des points d’équilibre
Comme la fonction g; est strictement croissante pour ¢ = 1, 2, alors nous notons

_ D(S;, — S
G(5) = ()~ D) et gy(s) = 2En 5,
f2(9)
Proposition I1.4. Les points d’équilibre du systéme (I11.1) sont donnés par
- Ey = (Sin,0,0) qui existe toujours.
- B = (Al,Xl, 0) qui existe si et seulement si \y < S;y, avec X, = D(Si,%;)‘l).

- By, = (S',O,f(g) qui existe si et seulement si Ay < Sin, avec S est solution de [’équation
&(9) =&(S) et Xy =&(S) = &(9).

- E* = (8%, XT, X3) qui existe si \1 < A2 < Sin, &2(Sin) > &1(Sin) et &3(S*) > &(S*), avec S*

est solution de [’équation

S~

Q(8)=&(S) Xj=a(S)=as) @ Xi= T aE) - X,

Preuve. Nous pouvons facilement vérifier ’existence des points d’équilibre Ey et E;. Le troisieme
point est donné par Ey = (5,0, X3) avec S £0, Xy #0, et tels que

Xy, = o2 = &(9)

Xy = g (f2(S)—D3) = &I(5).
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Nous considérons la fonction ¢ définie par £(S) = &2(S) — £3(9). € est de classe C* et £'(S) > 0. Si

Sin < Ag, alors nous avons

§(Sin) = &(Sin) <0 et §(A2) = =&3(A2) > 0.
Par suite, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une solution
S €1Sm, X[ telle que  &(9) = &(5) = Xy < 0,
c’est-a-dire que Fs n’est pas un point d’équilibre positif. Si Ay < S5, alors nous avons
£(A2) = —&3(A2) <0 et &(Sin) = &(Sin) > 0,
I’application du théoreme des valeurs intermédiaires, permet de montrer qu’il existe

S €], Sin[ telle que  &3(5) = &(S) = Xy > 0.

Comme £(.5) est strictement croissante sur [Ag, Sin], nous concluons donc que F; existe si et seulement
si Ay < Sip (voir Fig. 11.2).

Xo 4

n»

Xy = &(5) = &(8)

)\1 )\2 S’ S’i

Fig. I1.2 — Condition d’existence du point d’équilibre Fs.

Le dernier point d’équilibre est donné par E* = (S*, X, X5) avec S* et X3 sont les solutions du

systeme :

£1(57)

£(5") (I1.4)

{ X35 =q; '(f1(S*) = D)
X3 =q; ' (f2(S*) — Dy)

et X{ donné par
D(Sin — 8%) = f1(S*) X + f2(5")X5.

Pour avoir X5 > 0, il faut que \; < S*, pour ¢ = 1,2. De plus, pour que Xi > 0, il faut que

S* < S;,. Une condition suffisante mais non nécessaire d’existence de E* est que A\ < Ay < Sin,
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£1(Sin) < &(Sin) et de plus X7 > 0. En effet, dans ce cas, nous considérons la fonction ¢ définie par
£(S) = &(8) — £1(S). € est continue sur [\g, S| avec

§(A2) <0 et &(Sim) >0,

alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins S* €]\, Sin| tel que
§(57) = &(57) = X3.

Notons que

X| = D(Si, —S*) — f2(S")X5] = S*) — X5].
1 fl(S*) [ ( ) f2( ) 2] fl(S*) [§3< ) 2]
D’ot X7 > 0 si et seulement si X5 < &3(5*). Nous pouvons conclure que 1'équilibre E* existe si
AL < A2 < Sin,y §1(Sin) < &2(Sin) et X5 < &3(S*) (voir Fig. 11.3). [ |
OR
fz(Sm) .................................. . Xo = fZ(S)
E3(S7)fmnmmmmmmneeaa _
S| S o N Xy = £,(9)
X5 =&(8) = &) A :
£y ' + —> 5

A Ay S* Sin

Fig. I1.3 — Condition d’existence du point d’équilibre E*.

3.2 Stabilité locale

Nous nous proposons, a présent de déterminer sous quelles conditions les équilibres du systeme
(IT.1) sont LES. La matrice jacobienne en (5, X, X2) est :

—mi1 —mMmi2 —Mi3
J= ma1 ma2 —ma3

mai 0 —ma33

avec
mir = D+ fi(S) X1+ fo(S) X2, maz = fi1(S), miz = fa(9),

mao1 = f1(9)X1, ma = f1(S) — q1(X2) — D1, ma3 = ¢j(X2) X1,

m31 = fo(S)Xa, m33 = qp(X2) X — [f2(S) — q2(X2) — D).
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Proposition I1.5. Ey est LES si et seulement si Si, < X\; pour i =1,2.

Preuve. La matrice jacobienne en Ej est égale a

-D  —f1(Sin) —f2(Sin)
Jo=1| 0  fi(Sin) — D1 0
0 0 f2(Sin) — Do
Donc Ej est LES si et seulement si f1(Si,) < D1 et fa(Sin) < Da. [ ]

Remarquons que si Ey est LES, alors nous ne pouvons avoir ’existence ni de E; ni de Eo ni de E*.

Proposition II.6. 1. Ey est LES si et seulement st A1 < Ag et A1 < Sip.-
2. Es est LES si et seulement si Ay < S, et f1(S)—Dy < q1(Xa) ¢’est-d-dire £1(5) < &(S) = &3(5).
Preuve.

1. Nous savons que Fj existe si et seulement si A\; < S;,,. La matrice jacobienne du systéme (II.1)

en F; est la méme que celle du systeme (I1.2). D’ou le résultat.

2. La matrice jacobienne en F» est égale a

~D — f5(9) %, —f1(8) —f2(8)
Jp = 0 f1(8) = q1(X2) — Dy 0
£(8)X; 0 —5(X2) Xy

Donc f1(5) — q1(X32) — Dy est une valeur propre de Jo. Cette valeur propre est négative si et
seulement, si fl(S’ )—D1 < q1 (Xg) Les deux autres valeurs propres de J2 sont les valeurs propres

de la matrice

A=

Nous avons
det A = gh(X2)Xo(D + f4(8)X2) + f2(S) f5(S) X2 > 0,
trA = —(D + f'(8) X5 + ¢h(X2)X3) < 0.

Par conséquent, les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative.

Proposition I1.7. Si E* existe, alors il est LES si et seulement si £,(S*) < &1(S*).

Preuve. Supposons que 1’équilibre E* existe. La matrice jacobienne en E* est égale a

—mi1 —mi2 —Mmi3
Jeg-=| mo 0 —mo3
ma1 0 —m33
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avec

mir = D+ fi(S")X] + f5(S") X5, mig = fi1(S*), miz = fa(S"),
mor = fI(ST)XT, mag =i (X3)XT, ma = fo(ST)X3, mas = p(X3)X5.
Le polynoéme caractéristique de Jg+ est donné par
PJE* ()\) = C())\3 + 61A2 + CQ)\ +c3
avec
co = —1, c1 = —(m33 + mi1), ca = —(mgzmi1 + miamar + mz1mi3)
€3 = M12M31M23 — M12M21M33.

D’apres le critere de Routh-Hurwitz, £* est LES si et seulement si nous avons

c; <0, 1=0,...,3
c1co — cgeg > 0.

Ce qui est équivalent a

mgimeg < M21M33,
c’est-a~dire f5(5) X3q1(X3)XT < f1(57) XTqp(X3) X3, soit £(57) < &1(57). u
Sur la Fig. I1.4, nous voyons qu’il y a deux équilibres strictement positifs E] et Ej, car I’équation

£1(S) = &(S) possede deux solutions ST et S5. L’équilibre EY est instable puisque &5,(ST) > £1(S7),
tandis que I’équilibre F3 est LES car &5(S5) < &1(S3).

Xo A
STCIDN M !
S T :
61(85) = &a(83) provermrrsroeees e ;
61(S1) = &a(S7) [roreereeeeooias j

)\1 /\2 Sik S; S’ Sin

Fig. I1.4 — Stabilité locale de E3 et instabilité de E7.

L’ajout des termes de compétition inter-spécifique q;(X2) et intra-spécifique g2(X2), a pu faire appa-
raitre au moins un équilibre strictement positif LES. En effet, pour A\ < Ay < 5, et selon la condition

initiale, les deux especes peuvent coexister.
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Dans la suite, nous proposons d’étudier la stabilité locale des points d’équilibre du systeme (II.1),
selon le nombre n de solutions de I'équation &1 (S) = &(S) pour 0 < S < 5. Nous nous plagons dans le
cas générique ou les intersections sont transverses et nous notons E; les équilibres strictement positifs
pour¢=1,...,n.

Proposition I1.8. Si on suppose que A1 < Ay < Sipn, alors Eq est stable et Ey est instable. De plus,

- Sin=2p, peN, alors Ey est instable

- Sin=2p+1, peN, alors E, ;| est instable et E est stable

avec E5;_ sont instables et E5; sont stables pour 1 < i < p.

Preuve. E; est toujours stable et Ej instable, pour tout A1 < Ay < S;,. Nous supposons que ’équation
&1(S) = &(S) admet n = 2p + 1 solutions (voir Fig. IL.5)

S;’i—l’ Z::l,,p—'_l et
S;], j:]_,,p

Comume les intersections sont transverses, alors
£1(83i_1) < &(S5_1) et &(S5;) > &(S5;).

D’apres la Prop. I1.7, nous déduisons que E3; ; sont instables et EJ; sont LES.
Sin=2p-+1, alors §1(5’) < 52(5’) et d’aprés la Prop. I1.6, nous déduisons que Fy est LES. Si n = 2p,
alors £ (5) > &(S) et Ey est instable. |

Xo A

A A SE S Sy 8 Sin
Fig. I1.5 — Cas n = 3 : Stabilité locale de E1, F5, E> et instabilité de Ef, E3, Eo.
Remarquons que si S est solution de Péquation & (S) = £(S) alors Fs est un noeud-col.

Le Tab. II.1 résume le résultat de la Prop. I1.8, ou la lettre S signifie que 1’équilibre est stable et la

lettre I signifie que 1’équilibre est instable.
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Parité de n Equilibres et comportement

b BEY By - By, By oo By By By B
n impair S I S .- I S - S I S I
n pair S I S - I S .. I S I I

Tab. II.1 — Equilibres et leur nature dans le cas générique.

4 Modele de compétition intra-spécifique linéaire de deux especes

Dans cette section, nous étudions un modele de compétition de deux especes sur un seul nutriment
en considérant des termes de compétitions intra-spécifiques linéaires. Nous étudions le cas particulier
avec deux espéces pour expliquer I’étude dans le cas général avec n especes dans la section suivante.

Le modele s’écrit

S = D(Sin—9) — fi(S)X1 - f2(5) Xz
X1 = [fi(S) — a1 X1 — D)Xy, (IL.5)
Xo = [fo(S) — asXo — Do) X,

ou a;, ¢ = 1,2, est un parametre strictement positif qui donne lieu a un taux de mortalité a; X; qui
est dii a leffet de compétition. Ce modele a été étudié dans [41, 71]. Nous étudions l'existence et le
comportement asymptotique global des points d’équilibre, en utilisant la méthode de la caractéristique
a équilibre [44, 45], pour trouver ces points d’équilibre du systéme. Pour cela, nous supposons que
les taux de croissance satisfont 1’hypothése H1 pour i = 1,2. Si ’équation f;(S) = D; admet une

solution, alors on prend
Ai = [ (D).

Sinon, on prend A\; = +00. Nous supposons que les X; sont numérotés de telle sorte que Ay < Ag. Nous

commencons par énoncer le résultat suivant :

Proposition I1.9. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme (I1.5) restent positives

et bornées pour tout t > 0.

Ce résultat est montré en utilisant des arguments similaires a ceux de la Prop. IL.1.

4.1 Existence des points d’équilibre

Pour étudier I'existence des points d’équilibre du systéme (I1.5), nous définissons pour i = 1,2, les

fonctions suivantes :

Afz-(S), H;(S) = D(Sin —S) — hi(S) et H(S)=D(Siy—95)— Zhi(S).
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Nous définissons aussi le paramétre strictement positif Ay par

hi(A2)

Ao =g+ o)

Nous démontrons le résultat suivant pour tout a; > 0, 7 =1, 2.

Proposition I1.10. Le systéeme (11.5) admet les points d’équilibre suivants :
1. le lessivage Ey = (Sin,0,0) qui existe toujours,
2. Uéquilibre d’extinction de Xo, Ey = (S1,X1,0), ou Sy est solution de I’équation

- S1)—D
D(Siy —S)=h1(S) et Xy = w,
ai
qui existe si et seulement si Si, > A1,
3. Uéquilibre d’extinction de X1, Eo = (S2,0,Xs), ot Sy est solution de I’équation

- So) — D
D(Sin — S) = ha(S) et Xo= f?“;?
2
qui existe si et seulement si Sip > Ao,
4. Uéquilibre strictement positif E* = (S*, X{, X5) ou S* est solution de l’équation
- fi(S5*) = Di
D(Sin—8)=>_hi(S) et X;=""——T i=12,

i=1 @i
qui existe si et seulement si Sip > Ao.

Preuve. Pour étudier I'existence des points d’équilibre, nous devons résoudre le systeme suivant :

= D(Sin —95) — f1(S) X1 — f2(5) X2
= [A(S) —a X1 — Di]Xy (11.6)
[f2(5) — a2 X2 — D] X

1. Si X; = X5 =0, alors de la premiere équation de (I1.6), nous déduisons que S = S;),.

2. Si Xo =0 et X1 # 0, alors de la deuxiéme équation, nous déduisons que

S)—D
X, = f1(5) L
ai
qui est strictement positif si et seulement si S > A;. De la premiére équation, nous déduisons
qu’alors H1(S) = 0. Nous montrons que cette équation admet une unique solution S telle que
S1 > A1 si et seulement si S;, > A1. En effet, dans le cas ou 5;, < A1, la fonction h; s’annule en

A1 et est strictement croissance sur [\, +oo[, d’out H est strictement décroissante sur [A;, +00]
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et Hi(A1) = D(Sin — A1) < 0, c’est-a-dire que I'équation H;(S) = 0 n’admet pas de solution
telle que S > Aj.

Dans le cas ot A1 < S, Hy est strictement décroissante sur [A1, Si] et H1(Sin) = —h1(Sin) < 0.
Il existe donc une unique solution Sy €]A1, Si,[ de I'équation Hi(S) = 0 si et seulement si
Hy(A1) = D(Sin — A1) > 0, c’est-a-dire si et seulement si S, > A1.

3. De méme, si X7 = 0 et Xo # 0, alors nous démontrons qu’il existe une unique solution Sy de

Iéquation Hy(S) = 0 telle que Sz > g si et seulement si S;, > Ao.

4. Si X7 # 0 et Xo # 0, alors de la deuxiéme et troisieéme équation de (I1.6), nous obtenons

qui est strictement positif si et seulement si S > A;, pour ¢ = 1, 2. De la premiére équation, nous
déduisons qu’alors H(S) = 0. Nous montrons que cette équation admet une unique solution S*
telle que S* > Ag si et seulement si S;;, > Xo. En effet, dans le cas ou S;, < A9, la fonction H
est strictement décroissante sur [Ag, +00[ et H(A2) = D(Sin — A2) — h1(A2) < 0, c’est-a-dire que
léquation H(S) = 0 n’admet pas de solution telle que S > \.

Dans le cas ot Ay < S;p, H est strictement décroissante sur [Ag, Sy et

2
H(Sin) = =Y _hi(Sin) <0
i=1
il existe donc une unique solution S* €]\g, Si,| de équation H(S) = 0 si et seulement si

H()\3) > 0, c’est-a-dire si et seulement si S, > Ao.
|
Remarque 11.1. Lorsque Sy;, = A1, Eg bifurque avec Ei. Lorsque Sy;, = Ao, Ey bifurque avec FEs.
Lorsque Siin = A2, E; bifurque avec E*.

La Fig. I1.6 montre clairement le nombre de points d’équilibre en fonction de S;,. Ils sont donnés
par lintersection de la droite d’équation y = D(S;, — S) et de la caractéristique a ’équilibre (voir
Définition II.1) qui est dans le cas n = 2 considéré ici la réunion des graphes des fonction hg et
h12 = h1 + hg définies pour S > Ag, du graphe de la fonction hi, définie pour S > A1, et de la droite
y = 0.

Dans le cas ol S;, > Mo, l'intersection de la droite d’équation y = D(S;, — S) et du graphe de
la fonction hig représente la solution S* de I’équation H(S) = 0 vérifiant S* > Ag. Par suite, X et
X3 sont strictement positifs, c’est-a-dire qu’il existe un unique point d’équilibre strictement positif
E* = (S*, X7, X3). Nous avons choisi la couleur rouge pour le point d’équilibre LES, la couleur bleue
pour le point d’équilibre instable et la couleur verte pour le point d’équilibre noeud-col. La partie de

la caractéristique en rouge [bleu| correspond aux équilibres LES [resp. instables].
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hi2 = h1 + ho

DS,

DSin

Eo
Sin A1 Eo A2 Eo Ao

Fig. I1.6 — Caractéristique & ’équilibre : équilibres du systéme (I1.5) selon la valeur de Si,.

4.2 Comportement asymptotique

Dans la suite, nous étudions le comportement asymptotique local des points d’équilibre du systeme
(IL.5). La matrice jacobienne en (S, X1, X2) est :

=D — f1(5)X1 — f2(5) X —f1(5) —f2(5)
J = f{(S)Xl fl(S)—Qale—Dl 0
f5(8) X2 0 f2(S) — 2a2X2 — Do

Nous déduisons alors les résultats suivants :

Proposition II.11. Ey est LES si et seulement si Sy, < A;, pour i =1,2.

Preuve. La matrice jacobienne en Ey = (S;,,0,0) est

D —f1(Sin) — f2(Sin)
JEO - 0 f1 (Sm) — D1 0
0 0 J2(Sin) — Do

Les valeurs propres sont —D, f1(Sin) — D1 et fo(Sin) — D2. Ces valeurs propres sont strictement

négatives si et seulement si S;, < A;, pour i = 1,2. |
Proposition I1.12. FE; est LES si et seulement si S1 < Ay et A\ < Sip.

Preuve. D’aprés la Prop. 11.10, By = (S, X1,0) existe si et seulement si \; < S;,. La matrice
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jacobienne en Ej est

—D— fi(S)X1 —fi(S1)  —fa(S1)
JE1 = f{(Sl)Xl —ale 0
0 0 f2(51) = D2

Donc f3(S1) — D3 est une valeur propre de Jg, . Les deux autres valeurs propres de Jg, sont les valeurs
propres de la matrice
=D — fi(S1) X1 —f1(51)

Ay = ~he >
f1(S1) X —a1 Xy

Comme det A1 > 0 et trA; < 0, alors les deux valeurs propres de A; sont & partie réelle strictement

négative. Par conséquent, Fy est LES si et seulement si f3(S1) < Do. [ |
Proposition I1.13. FEs est LES si et seulement si So < A1 et Ay < Sip.

Preuve. D’aprés la Prop. I1.10, Fy = (Ss,0, X3) existe si et seulement si Ay < Sj,. La matrice

jacobienne en E5 est

—D— f(S2) X2 —fi(S2)  —f2(S2)
JE; = 0 f1(S2) — D1 0
f5(S2) X 0 —as X

Donc f1(S2) — Dj est une valeur propre de Jg,. Les deux autres valeurs propres de Jg, sont les valeurs
propres de la matrice
=D — f3(S2) X2 —f2(S2)

Ay = Rk >
15(52) X2 —aXo

Comme det Ay > 0 et trds < 0, alors les deux valeurs propres de As sont & partie réelle strictement

négative. Par conséquent, Ey est LES si et seulement si f1(S2) < Dj. [ |
Proposition I1.14. E* est LES si et seulement si S;, > Ao

Preuve. D’aprés la Prop. I1.10, E* = (S* X{, X3) existe si et seulement si S;;, > Ag. La matrice
jacobienne en E* est égale a
—mi1 —miz —Mi3
Jg-=1| ma1 —-m2a 0
msi 0  —mgs
avec

mir = D+ fi(S")X] + f5(S") X5, mig = f1(S*), miz = fa(S"),

mo1 = f{(S*)Xik, Mmoo = ale, ma1 = fé(S*>X;, ma3 — G/QX;.
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Le polynoéme caractéristique de Jg+ est donné par

PJE* ()\) = C())\3 + Cl/\2 + 02)\ +c3

olt cg = —1, c; = —(m11 + mag +ma33), ca = —(M12ma1 + mi13ms1 + Mmi1mae + mi1Mm33 + M22m33),
€3 = —M22M13M31 — M11M221M33 — M12M21M33.
Comme m;; > 0, pour tout 4,5 = 1,...,3, nous pouvons facilement vérifier que :
c; <0, 1=0,...,3
c1co — coeg > 0.

Par conséquent, d’apres le critere de Routh-Hurwitz, E* est LES. |

Nous nous intéressons, & présent, au comportement asymptotique global des points d’équilibre.
Sous 'hypothese H1 et pour tout a; > 0, ¢ = 1,2, nous démontrons le résultat suivant :
Proposition I1.15.

1. Si Sin < A1, alors il existe un unique équilibre de lessivage Fy = (Sin,0,0) qui est GES.

2. 8t M < Sip < A9, alors il existe deux points d’équilibre : Eg qui est instable et By = (Sl,)_(l,())
qui est GES.

3. Si Xy < Sin < Ao, alors il existe trois équilibres : Ey, Ey = (52,0,)_(2) qui sont instables et Fn

qui est LES. Si de plus, il existe une constante o > 0 qui vérifie

. . _ fa(S) [1(S) = f1(S1) Sin — 51
03393%}%1 g(S) Sos AQ%IESin Q(S) ou Q(S) N fl(Sl) fQ(S) — Do Szn -5’

alors By est GES.
4. Si Sin > Xa, alors il existe quatre points d’équilibre : Eo, E1, Eo qui sont instables et 1’équilibre
E* = (5%, X}, X5) qui est LES.
Preuve.
1. Si S, < A1, alors d’apres le Lemme 1.1 dans [71], Ey est GES.

2. Si A < Sip < Ag, alors, d’apres la Prop. I1.11, Ey est un point col car la matrice jacobienne en
FEy admet une valeur propre a partie réelle strictement négative et une valeur propre a partie
réelle strictement positive. D’apres [71], Théoreme 2.2 (4), E; est GES.

3. Si Ay < Si, < Mg, alors nous pouvons utiliser la méme fonction de Lyapunov que [71], Théoréme
2.2 (5),

Sin —S1 % f1(&) — f1(S1) XX - X
X1, X9) = d —dX X
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pour démontrer que E; = (Sl,Xl,O) est GES pour toute condition initiale positive telle que
X1(0) > 0. En effet, on a V(S1,X1,0) = 0, V est définie positive et V est définie négative
puisque S7 < Ag (voir Fig. I1.6). Comme Sy > Ay > A1, alors d’apres la Prop. 11.13, dés que Es

existe, il est instable.

4. Si S, > /_\2, alors Ej est instable puisque Sj, > Aa. De plus, dans ce cas S1 > A\ et Sy > A1 (voir
Fig. 11.6), donc E; et F3 sont instables. La stabilité locale du point d’équilibre de coexistence
E* est montrée dans la Prop. 11.14.

5 Extension du modele de compétition intra-spécifique linéaire a n

especes

Dans la suite, nous proposons d’étendre le modele de deux especes (I1.5) & un nombre n quelconque

d’especes en considérant des termes de compétition intra-spécifique linéaires. Le modele s’écrit

n
S = D(Sin—195)—Y_ fi(9X;
_ i=1 (IL7)
Xi = [fi(S) — a;iXi — Di]X;, i=1,...,n.
Nous supposons que les taux de croissance satisfont ’hypothese H1 pour ¢ = 1,...,n. Si I’équation

fi(S) = D; admet une solution, alors on prend
Xi = f7 (D).
Sinon, on prend \; = 4+00. Nous supposons que les X; sont numérotés de telle sorte que
A< A< < g

Le modele (I1.7) a été étudié par De Leenheer et al. [41] ou il a été démontré que si les a; sont assez
grands, le systéme posséde un équilibre strictement positif qui est GAS, dans 'orthant strictement
positif. Dans la suite, nous nous proposons d’étudier 'existence et la stabilité locale de tous les points
d’équilibre du modele (I1.7). Nous utilisons la méthode de la caractéristique a I’équilibre [44, 45], pour
trouver ces points d’équilibre du systéeme et montrer que si 5;, est assez grand le systeme possede un

unique équilibre strictement positif qui est stable, alors que tous les autres équilibres sont instables.

5.1 Existence des points d’équilibre

Dans la suite, nous étudions 'existence des points d’équilibre du systéeme (I1.7) pour tout a; > 0,

i =1,...,n. Le point d’équilibre Ey = (Sin,0,...,0) existe toujours et représente le lessivage. Pour
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étudier 'existence des points d’équilibre strictement positifs, nous devons résoudre le systéme suivant :

0 = D(Sim—S)— f: £:(8)X;
=1

(I1.8)
0 = fi(S)—aiXi—Di z':l,...,n.
Nous déduisons de la deuxieéme équation que
XZZ fZ(S) Za Z_L y TV
a;
et de la premiere équation, nous pouvons écrire que
n
D(Sin —8) = > hi(S) =0 (I1.9)
i=1
ou h;(S) = %;Difi(S), ¢t = 1,...,n. Le probléme revient a trouver une racine S* de 1’équation
(I1.9) vérifiant
fl(S*) > D; 1=1,...,n. (H.IO)

Définissons le paramétre \,, par
3 1 n—1
An=An+ = > he(An).
D k=1

Nous montrons alors le résultat suivant :

Proposition I1.16. Il existe un équilibre strictement positif E* si et seulement si Si, > \p. S’il

existe, cet équilibre est unique.

Preuve. Si X; #0,i=1,...,n, alors nous obtenons
(S) — D:
x, - 18 =D
a;
qui est strictement positif si et seulement si S > A;, i = 1,...,n. De (IL.9), nous déduisons que

H(S) = 0. Nous montrons que cette équation admet une unique solution S* telle que S* > A, si et
seulement si Sj, > A,. En effet, dans le cas ot Sj, < A\, la fonction H est strictement décroissante
sur [Ay,, +0o] et

c’est-a-dire que I’équation H(S) = 0 n’admet pas de solution telle que S > \,,. Dans le cas ou A\, < Sjp,,

H est strictement décroissante sur [\, S;y] et
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il existe donc une unique solution S* €|\, Sin[ de 'équation H(S) = 0 si et seulement si H(\,) > 0,

c’est-a-dire si et seulement si S;, > A\,. [ |

Définition II.1. On appelle caractéristique a l’équilibre, ’ensemble des graphes de la fonction y = 0

hy=>_ hi,

icJ

et des fonctions y = hj(S) ou

avec J un sous ensemble de {1,...,n}, définie pour S > max{\;:j € J}.

Pour chaque S;, fixé, les équilibres s’obtiennent en prenant les intersections de la droite A d’équa-
tion y = D(S;, — S) avec la caractéristique a 1’équilibre (voir Fig. I1.7). Nous démontrons, dans la

suite, que le point d’intersection le plus & gauche est LES et tous les autres sont instables.

Y

DSin

A A2 A2 Az A2z Sin A3 As Si

Fig. I1.7 — Caractéristique & I’équilibre pour n = 3. En rouge [bleu] la partie de la caractéristique qui correspond
aux équilibres LES [resp. instables].

La Fig. I1.7 illustre le nombre de points d’équilibre de (I1.7) selon le parameétre S;, dans le cas n = 3
N _ 3
ou hiaz = Y751 hi.

— Si S;p, > A3, il existe 2% points d’équilibre :
1. un équilibre de lessivage Fy instable,

2. un équilibre strictement positif £* LES, qui est donné par 'intersection entre la droite A
et le graphe de la fonction hio3,

3. trois points d’équilibre E7, F» et Es, respectivement, ot une seule espece survit, qui sont
donnés par 'intersection entre la droite A et les graphes des fonctions h;, i =1,...,3,

4. trois points d’équilibre E1o, F13 et Es3, respectivement, ol deux espéces coexistent et 'autre
espece est exclue, qui sont donnés par l'intersection entre la droite A et les graphes des
fonctions h;j = h; +h;, 4,57 =1,...,3, 1 <j.
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Si A3 < Sin < Mg, alors il existe sept points d’équilibre : Eo, E1, Eo, F3, Eia, E13 et Ea3 avec

h1(>\3).

5\13:>\3+ D

Si Aog < Sip < 5\13, alors il existe six points d’équilibre : Fy, Fq, Eo, F3, Fq9 et Eog avec

hg()\g).

5\232/\34- D

- Sid3 < S < 5\23, alors il existe cinq points d’équilibre : Ey, E1, E2, E3 et Eqo.
— Si Ay < Sin < A3, alors il existe quatre points d’équilibre : Ey, E1, Es et Ejs.
Sidg < Sip < 5\2, alors il existe trois points d’équilibre : Ey, E1 et Es.

Si A\ < Sin < Mg, alors il existe deux points d’équilibre Ey et E1.

— Si S;, < A, alors il existe un unique point d’équilibre Ej.

Remarque 11.2. D’apres la Prop. 1116, si S;, > A, alors il existe un unique équilibre strictement
positif E*. De plus, il existe 2" — 1 points d’équilibre qui admettent au moins une composante non

nulle. En effet, il existe C}L points d’équilibre de la forme

Eij:(Sij,O,...,O,Xi,(),...,O,Xj,O,...,O) i,jzl,...,n 275]

ou seulement deux especes survivent et n — 2 especes sont exclues. Avec le méme raisonnement, nous

montrons qu’il existe C)* points d’équilibre ou m espéces coexistent avec 1 < m < n quelconque. Le

n
nombre total de points d’équilibre est égal a Z Cﬁ = 2",
k=0

5.2 Stabilité locale

Dans la suite, nous étudions le comportement asymptotique des points d’équilibre du systeme

(I1.7). Nous démontrons le résultat suivant :

Lemme I1.1. Nous considérons la matrice

[ -D - Z?:l a; C1 C2 o Cn
aq —b1 0 e 0
i ap, 0 0 —by |
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Nous supposons que D > 0 et pour i =1,...,n, a; = 0, b; > 0 et ¢; < b;. Alors, toutes les valeurs

propres de A sont a partie réelle strictement négative.

Preuve. Soit A une valeur propre de A et V = (vg,v1,...,v,) # 0 le vecteur propre correspondant.

Alors, on a

n n
(—D — ZO&Z> Vg + Zcivi = Ay
=1 =1

Oéi’UQ—bi’Ui = )\’Ui, ’L'Zl,...,’rl.

(IL12)

Nous supposons que A = a + i3 avec @ = Re(\) > 0. Comme b; > 0, alors A + b; # 0. Par suite,

QU0 1
v = ouri=1,...,n.
1 )\ _"_ bZ p ) )
Si vg =0 alors v; = 0 pour ¢ = 1,...,n, et par suite V = 0 qui est impossible. D’ot vy # 0 et a partir

de la premiere équation de (I1.12), nous déduisons, apres simplification par vy que
n n o
7D7;ai+izzlaim =
En écrivant les parties réelles des deux cotés de 1’égalité précédente, nous obtenons

Comme ¢; < b; et b; + « > 0 alors

Ci(bi + Oé) < bl(bl + Ot) < bl(bl + Oé) bi

X X = < 1.
(bi+a)?2+p52 " (bi+a)?+p32 ~ (bi+a)? b+a
Comme «a; > 0 alors
ci(bi + ) .
i ————— <y, =1,...,n.
o i+ 02+ B2 o pour % n
D’ou
n n
—D—Zaﬁ—Zai <0
i=1 i=1
ce qui contredit le fait que o > 0. |

Proposition I1.17. Il y a un équilibre LES (celui qui est le plus d gauche sur la droite A d’équation
y = D(Sin — 5)). Tous les autres équilibres sont instables.

Preuve. La matrice jacobienne en (S, X1,...,X,,) est de la forme (II.11) avec

o = [{(8)Xs, bi=—(fi(S) —2a;X; — D;) et ¢ =—fi(9).
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Si Sin > An, alors Péquilibre strictement positif E* = (S*, X§, ..., X) vérifie f;(S*) —a; X} — D; = 0.

La matrice jacobienne en E* est de la forme (I1.11) avec
a; = fz/(S*)Xz*’ bZ == ale* et C; = —fl(S*)

D’apres H1, a; > 0 et comme a; > 0 alors b; > 0 et ¢; < b;. D’apres le Lemme. I1.1, nous déduisons
que E* est LES.
Notons & présent par E = (S, X1, ..., X,) le point d’équilibre qui admet au moins une composante

X, =0, pour k =1,...,n. La matrice jacobienne en E est de la forme (IT.11) avec
o = fr(8) Xk =0, by =Dy — fi(5).

Alors f,(S) — Dy, est une valeur propre de la matrice jacobienne en E. Si Sj, > Ay, alors A\ < A\, < S
(voir Fig. 11.13). D’ott la valeur propre fi(S) — Dy est strictement positive et par suite tous les points
d’équilibre qui admettent au moins une composante nulle sont instables. La preuve s’étend au S;,

quelconque. |

6 Simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons les résultats mathématiques démontrées sur ’existence et le
comportement asymptotique des points d’équilibre du modele de compétition intra et inter-spécifique

ensuite du modele de compétition intra-spécifique a deux et trois especes.

6.1 Modele de compétition intra et inter-spécifique

Nous considérons le modele (I1.1) ot les termes de compétition intra et inter-spécifique sont linéaires
et égaux, respectivement, a di; Xo et do X9, ol d; est le facteur d’inhibition de X; par Xs, pour ¢ = 1, 2.

Nous considérons, comme taux de croissance, des fonctions croissantes de type Monod définies par :

— = 1.2
b,L—I—S’ Z ) =

ou m; désigne le taux de croissance maximal, b; est la constante de demi-saturation. Plus précisément,

nous nous proposons d’étudier le systeme

S = D(Sin — 8) = [1(S) X1 — f2(5) Xs
X1 =[fi(S) — di X2 — D1]X4 (I1.13)
Xo = [f2(S) — da X — D3] Xs.

Proposition I1.18. Dans le modéle (11.13), ’équation &1(S) = &2(S) admet au plus deuz solutions.
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Chapitre II. La compétition inter et intra-spécifique

Preuve. Comme &(S) = ¢; ' (fi(S) — D;), pour i = 1,2, I'équation &;(S) = &(S) s'écrit

ws b, mS D,
by + S dq bs + S dy

Cette équation équivaut a une équation du second degré en S qui admet au plus deux racines. |

Dans toutes les simulations de cette section, nous fixons les parametres suivants :
di=1, do=1, e D=1.
Dans le premier cas, nous choisissons les parametres
m; =2, meg=15 b=2, bp=05 D =05 et Dy=1

de maniere a ce que 1’équation &1 (S) = &2(S) n’admet pas de solution (voir Fig. I1.8 & gauche), alors

que ’équilibre strictement positif £* n’existe pas.

2.0 4.0
1.8
3.57
1.6
3.0
1.4 Xl
2.5
1.29
Xo 104 2.0
0.8
1.59
0.6
1.0
0.4+ S
0.54
0.2 NS
X2
0OT—TT@ F T T @ T T T T T T T T T T 0.0O+—T—"T—TT T T T T T T T T T
0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 40 45 5.0 o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
S Temps

Fig. I1.8 — Exclusion compétitive de X2 par I'espéce la plus compétitive Xi.

La solution de I’équation £»(S) = £3(S), ainsi que les seuils de rentabilité, sont déterminés numérique-

ment par les valeurs suivantes :
S~ 1.796, A\ ~0.666 et Xy=1.

Nous considérons que la concentration du substrat & 'entrée du chémostat vaut S;, = 2. Les autres

points d’équilibre sont donnés par
Ey=(2,0,0), E;~(0.666,2.666,0) et FEy~(1.796,0,0.173).

Comme &5(5) < £1(9), alors d’aprés la Prop. I1.6, le point d’équilibre Ej est instable. De plus, nous

avons A\ < Ag < Sip, alors le point d’équilibre Fy est LES. Il y a exclusion compétitive de la deuxiéme
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espeéce par la premiere espece, voir Fig. I1.8 a droite, les conditions initiales étant :
S(0)=2, X;(0)=0.5 et X(0)=1.
Dans le deuxieme cas, nous modifions les parametres
mi=1, mo=2, by=25 et S;,=4

de sorte que I’équation &;(S) = £2(S) admette une solution unique et que la condition de stabilité
locale de E5 soit vérifiée, c’est-a-dire que §1(§ ) < 52(5’ ), voir Fig. I1.9 & gauche. Les valeurs numériques

des seuils de rentabilité sont données par A\; = 2 et Ay = 2.5. Les points d’équilibre sont donnés par
Ey = (4,0,0), E;=(2,4,0), F3~(3.75,0,0.201) et E*~(3.108,1.267,0.108).

La Fig. I1.9 a droite montre que la deuxieme espéece a pu gagner la compétition sur la premiere espece,

en prenant les conditions initiales suivantes :
S0)=1, X;(0)=2 et X3(0)=0.5.

Dans ce cas, il y a bistabilité avec deux bassins d’attraction ou E7 et Fs sont LES et E* est instable.

1.0 4.0
0.9
3.5 S
0.8 1
3.0
0.7
2.5
0.6
Xo 05 2.0
0.4+
1.5+
0.3
1.0
0.29
0.5
0.1 X2
X1
0.0 T T T T T T T T T 0.0 T T T T T T
0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 40 45 5.0 o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
S Temps

Fig. I1.9 — Exclusion compétitive de X; par I’espéce la moins compétitive Xo.

Dans le troisieme cas, nous choisissons les parametres suivants :
my = 2, mo = 1, bl = 2, bQ = 0.5, D1 = 0.1, D2 =02 et Sm =1

qui vérifient l'existence de deux solutions positives S7 et S5 de 'équation &1(S) = &2(.5), ainsi que la
condition £3(53) > £2(55), qui assure que I'équilibre strictement positif E3 existe et est LES. La Fig.

I1.10 a gauche montre I'existence de deux équilibres strictement positifs et celle de droite montre la
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coexistence entre les deux especes pour les valeurs initiales suivantes :

1.0 210
: 1.8
: 1.64
&3 |
: 1.4
: &1 -
: 1.0
Xo 7 |
. \ 0.8
} &2 ]
0.3 E3 E> . S
/ ]
: 0.4
i 0.24
E (- \ | X2
1 1 |
0.0 & T T T 1 T 1 T 1 T T T T T T T T T 0.0 ; : ‘ | | | | | | | | | ‘ ‘ ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0 o 50 100 150 200 250 300 350 400
S Temps

Fig. I1.10 — Bistabilité et coexistence

Les valeurs numériques des seuils de rentabilité et des points d’équilibre stables sont :
A1~ 0.105, Ao =0.125, F; ~(0.105,8.947,0) et FE35 ~(0.5,0.87,0.3).
Les points d’équilibre instables sont

E¥ ~ (0.181,4.802,0.066), E»~ (0.757,0,0.402) et Eo = (1,0,0).

6.2 Modele de compétition intra-spécifique
6.2.1 Modele a deux espéces

Nous considérons le modele (II.5) ot nous prenons, comme taux de croissance, les fonctions mo-

notones f;(.),i = 1,2, de type Monod, définies par :

m;S

1=1,2.
Nous choisissons les valeurs suivantes des parametres :

mi = 2, b1 = 2, mo = 2.5, bg = 3, D = 1, D1 = 1, D2 = 1.5, ay = 0.2, et az = 0.5.

Le calcul du seuil de rentabilité donne \; = 2 et Ay = 4.5. Nous illustrons le cas de coexistence,

voir Fig. IL.11, pour S;, = 10 > Xy ~ 7.162. Dans ce cas, les points d’équilibre sont donnés par
Ep ~ (10,0,0), FE; ~(6.154,2.547,0), FE5~(8.672,0,0.714) et FE* ~ (5.845,2.450,0.304).

La Fig. II.11 a gauche montre la coexistence des deux especes pour plusieurs conditions initiales
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X1

Temps

Fig. I1.11 — Coexistence des deux espéces et convergence globale vers ’équilibre strictement positif E*.

strictement positives et la convergence vers 1’équilibre strictement positif E* qui est LES alors que
tous les autres points d’équilibre sont instables. La Fig. I1.11 a droite montre la stabilité globale
de I'équilibre strictement positif £* pour toute condition initiale strictement positive. La Fig. 11.12
a4 gauche montre I'exclusion compétitive de la deuxiéme espéce dans le cas ot Sj, = 6 < Ay pour

plusieurs conditions initiales strictement positives.

Temps

Fig. I1.12 — Exclusion compétitive de X2 pour plusieurs conditions initiales et convergence globale vers E;.

Dans ce cas, les points d’équilibre sont donnés par
Ey = (6,0,0), FE;~(3.885,1.601,0) et FEy~ (5.587,0,0.253)

avec F est LES et tous les autres points d’équilibre sont instables. La Fig. I11.12 & droite montre la

stabilité globale du point d’équilibre E; pour toute condition initiale strictement positive.
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6.2.2 Modele a trois especes

Nous considérons le modele (I1.7) avec n = 3. La Fig. I1.13 illustre le nombre de points d’équilibre

dans le cas Sj, > \,. En fait, le systeme (I1.7) admet 23 points d’équilibre :

2 4 6 8 10
A1 A2 A2 A3 Ags A3 A3 Si

Fig. I1.13 — Caractéristique a I’équilibre pour n = 3. Existence d’un unique équilibre strictement positif E* GES
pour Sip > Ap.

1. un équilibre de lessivage Ey = (10,0,0,0), qui est instable,
2. un équilibre strictement positif de coexistence E* ~ (5.194,2.219,0.526,0.169), qui est LES,

3. trois points d’équilibre ol une seule espéce survit, qui sont instables

Ey ~ (6.154,3.846,0,0), FE» ~ (7.808,0,2.192,0) et F5~ (8.672,0,0,1.328)

4. trois points d’équilibre ou deux espeéces coexistent et 'autre espece est exclue, qui sont instables

Eis ~ (5.320,2.267,0.543,0), Ey3~ (5.845,2.450,0,0.304) et FEa3 ~ (7.099,0,0.730,0.514).

La Fig. I1.14 (a) illustre la coexistence des trois especes pour Si, = 10 > A3 = 8.187 et la
convergence vers 1’équilibre strictement positif £* pour plusieurs conditions initiales strictement po-
sitives. La Fig. I11.14 (b) montre l'exclusion compétitive de la troisiéme espece pour la valeur de
Ao~ 3.482 < S;, = 7.5 < A3 et la convergence vers le point d’équilibre Eq9 ~ (4.206,1.777,0.372,0)
pour les mémes conditions initiales. La Fig. I1.14 (c¢) montre I’exclusion compétitive de la troisieme et
de la deuxiéme espéce pour A\; < Sin = 3 < Ao et la convergence vers le point d’équilibre E; donné

par Ey ~ (2.446,0.553,0,0) pour les mémes conditions initiales.
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(a) (b)

— X3

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 7 0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 7 5 10 15 20 25 30 3 40 45 5

Temps Temps Temps

Fig. I1.14 — (a) Coexistence des trois espéces pour Si, > A3. (b) Exclusion compétitive de la troisieme espece
pour A2 < Sin < Az. (c) Exclusion compétitive de la troisiéme et la deuxiéme espéce pour A1 < Sin < Az.

7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié dans la premiere partie le modele mathématique de compétition
deux especes microbiennes pour une seule ressource dans un chémostat. En supposant que A\; < g,
c’est-a-dire que la premiere espéce remporte la compétition sur la deuxieme espéce pour des termes de
compétition spécifiques nuls, ’équilibre d’extinction de la deuxieme espece E7 est GES : c’est le PEC
[54, 57, 61]. L’ajout du terme de compétition inter-spécifique ¢;(X2) pour inhiber la croissance de X
par Xs, a pu faire apparaitre un équilibre strictement positif £*, ou les deux espéces coexistent, mais
qui est instable. Ensuite, nous avons ajouté un terme de compétition intra-spécifique go(X3) entre
les individus de la deuxiéme espéce et nous avons montré que I’équilibre d’extinction de la premiere
espece Fy peut gagner de la stabilité locale. Nous avons montré aussi ’existence d’un ou plusieurs
équilibres strictement positifs LES.

Notons que E7 reste toujours LES méme lorsque les équilibres Fo et E* sont stables. Donc Es et E*
ne peuvent jamais étre GAS. Selon la condition initiale, la solution converge soit vers Ej soit vers Fy
ou E* selon le cas.

Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié un modele du chémostat avec n espéces en compétition
sur un seul nutriment en prenant en considération les termes de compétition intra-spécifiques linéaires
entre les individus de la méme espece. Nous supposons que les taux de croissance sont strictement
croissants et que les taux de dilution sont distincts. Nous avons utilisé la méthode de la caractéristique
a I’équilibre [44, 45], pour étudier 'existence de tous les points d’équilibre du modeéle selon la concen-
tration a ’entrée du chémostat 5;y,. Si cette derniere est assez grande, nous démontrons I'existence d’un
unique équilibre strictement positif de coexistence qui est LES, la ou tous les autres points d’équilibre

sont instables. Les simulations numériques illustrent les résultats mathématiques démontrés.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés en partie dans [20-22].
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Chapitre 111

La floculation et la coexistence

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un modeéle du chémostat dans lequel une population de micro-
organismes est en compétition sur un seul nutriment (I.1) et nous supposons que l’espéce est présente
sous deux formes : des bactéries isolées ou planctoniques, de densité u, et des bactéries attachées ou
en flocs, de densité v. Les bactéries isolées et en flocs peuvent s’agréger pour former de nouveaux flocs,
avec un taux a(-)u, et les flocs peuvent se diviser et libérer des bactéries isolées, avec un taux S(-)v :

O LN pLIC L
Dans [28], les agrégats sont supposés n’avoir aucune croissance biologique (c’est-a-dire que le processus
d’attachement est la seule source de croissance de la biomasse attachée). Les agrégats sont également
supposés étre lessivés avec le méme taux de dilution que les cellules planctoniques. Par contre, dans les
modeles ou la biomasse est fixée sur la paroi, la biomasse attachée ne peut étre lessivée. Nous croyons
que ces deux cas opposés (méme taux de dilution que la biomasse planctonique ou pas de taux de
dilution) ne sont pas tout a fait réalistes. Dans ce chapitre, nous supposons que chaque biomasse a ses
propres taux de croissance et taux de dilution. Ce qui généralise ces deux derniers modeles. Le modele

que nous considérons s’écrit :

S = D(Sin—5)— [(S)u—g(S)

u = [f(S)— Dolu—a(-)u+ B(-)v (IIL.1)

o = [9(S) = Di]v+a()u—pB()v
ou S(t) désigne la concentration du substrat a l'instant ¢; u(t) et v(t) désignent, respectivement, la
concentration de la population de micro-organismes planctoniques et des bactéries en flocs & 'instant
t; f(S) et g(S) représentent, respectivement, les taux de croissance des bactéries isolées et des flocs;

D et S;;, sont, respectivement, le taux de dilution et la concentration a ’entrée du chémostat ; Dy et

D; représentent, respectivement, le taux de prélevement des micro-organismes planctoniques et des
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Chapitre III. La floculation et la coexistence

bactéries en flocs. Le point dans le taux d’attachement «(-) et le taux de détachement f(-) signifie que
ces taux peuvent dépendre des variables d’état, de telle sorte que le systeme (II1.1) inclut plusieurs
modeles qui ont été considérés dans la littérature. On peut citer, par exemple, le modele avec des
taux de consommation adaptatifs, considéré dans [63], ot u désigne les cellules & faible croissance et v
désigne les cellules a croissance rapide et ou les taux d’attachement et de détachement ne dépendent

que de S :

On cite, aussi, le modele de croissance sur la paroi, ot u désigne la densité des bactéries planctoniques,
et v est la densité des bactéries attachées sur la paroi, considéré par Pilyugin et Waltman [51], est

obtenu avec des taux constants

Un autre modele, qu’on trouve dans [24, 36], est le modele de Freter donné par :
S = D(Sin—5) = f(S)u—g(S)
W = [f(5) = Dolu—a(l =W)u+bv+g(S)[L - GW) (II1.2)
0 = [g(S)\GW)— Dy —blv+a(l —W)u
ot W = v/vmax et G(+) est décroissante. Ce modele est un cas particulier du modele (II1.1) avec
a(-)=a(l-=W), B()=b+g(S)1-GW)].

Notons que si Umax = 00, alors W =0 et si G(0) = 1, alors a(-) = a, () = b. Ainsi, le modele (II1.2)
est simplement le modeéle de Pilyugin et Waltman [51].

Un modele pertinent ot on considere des flocs avec deux bactéries, a été étudié dans [28] :
S = D(Sin—S)— [(S)u—g(S)v
o = [f(S)— Dlu—au®+bv (I1L.3)
v = [g(S) — DJv+au®—bv.
C’est un cas particulier du modele (IIL.1) obtenu avec

a(-) = au, B(-)=0b et D=Dy=D; .

Ce modele a été étudié par Haegeman et Rapaport [28] dans le cas ou g(-) = 0, ou les bactéries en
flocs sont supposées ne pas consommer de substrat.

Dans ce chapitre, nous étudions ce modele dans un cas plus général ot 0 < g(+) < f(+), ce qui veut
dire que les bactéries en flocs consomment moins de substrat que les bactéries isolées. Ce modele a,

aussi, été étendu au cas des flocs avec un nombre arbitraire de bactéries dans [27].
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Dans la suite, nous ne considérons pas la taille ou le nombre de bactéries en flocs dans notre
modele. Nous distinguons simplement la biomasse en flocs et la biomasse isolée. La biomasse des
bactéries isolées est notée par u et la biomasse en flocs est notée v. Ainsi, les bactéries isolées et les
bactéries isolées ou en flocs peuvent s’associer pour former de nouveaux flocs avec un taux a(u + v)u,
ou a est une constante, proportionnelle & la fois, & la densité des bactéries isolées u et a la densité de
la biomasse totale u + v. Par ailleurs, les flocs peuvent se diviser et libérer des bactéries isolées avec

le taux bv, ou b est une constante, proportionnelle & leur densité v. Ainsi, en prenant
a()=a(ut+v),  B()=0b

dans le modele (ITI.1), nous obtenons le systéme dynamique suivant

S'=D(Sin — 8) = f(S)u— g(S)
u=[f(S) — DoJu — a(u + v)u + bv (II1.4)
0= [g(S) — Di]v + a(u+v)u —bv .

Nous étudions, dans la suite, le systeme (II1.4) ainsi que ses extensions a des populations de plusieurs
especes.

Nous commengons, dans la section 2, par construire le modele réduit du systeme (I11.1) avec une
seule espéce en considérant que la dynamique de floculation est plus rapide que la croissance des
micro-organismes. Dans la section 3, nous étudions ce modele réduit dans lequel le taux de croissance
et le taux de prélevement dépendent da la densité de la biomasse. Dans la section 4, nous construisons
le modele réduit a partir du modele de floculation avec plusieurs espéces. Dans la section 5, nous
étudions le modele (II1.3), en considérant une seconde espéce en compétition sur un seul nutriment,
avec des taux de croissance monotones et nous construisons le modele réduit correspondant. Dans la
section 6, nous étendons I’étude au cas ou les taux de croissance sont non monotones, avec une seule
espéce, dans un premier temps, et avec deux espéces, ensuite. A la suite de cette étude, nous nous
intéressons au modele avec deux espéces et ou le taux de croissance des bactéries en flocs dépend
de celui des bactéries isolées. Dans la section 7, nous étudions le comportement qualitatif du modele
(IIL.4) avec des taux de croissance monotones et nous faisons le lien avec I’étude du modele réduit

obtenu par la théorie de Tikhonov.
2 Dynamiques a deux échelles de temps

Le modele général de la floculation est

§ = D(Sin—8)— [(S)u-g(S)o
uw = [f(S)— Dolu—a(S,u,v)u+ B(S,u,v)v
v = [9(S) — DiJv+ a(S,u,v)u — B(S,u,v)v .
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Si nous supposons que la dynamique de floculation et de défloculation est beaucoup plus rapide que

la croissance des especes, nous pouvons écrire le modele de la fagon suivante

S = D(Sin—S)— f(S)u—g(S)v

i = (&) = Dou = == ut+ == (IIL5)
b = [g(s)_Dl]v+a(S,Eu,v)u_ﬁ(S,Eu,v)v

ou € est un nombre positif assez petit. Notons que la dynamique de la biomasse totale x = u + v est
donnée par ’équation
& = [f(S) = Dou + [9(5) — Dijv .

Ainsi, u et v sont des variables rapides, tandis que S et x sont des variables lentes. Comme on a
u = eu = e[f(S) — Dolu — a(S,u,v)u+ B(S,u,v)v ,
ou () signifie d/dr avec 7 = t/e, la dynamique rapide est donnée par
v = —a(S,u,v)u + B(S,u,v)v ,
La variété lente est définie par les solutions strictement positives du systeme
a(S,u,v)u = B(S,u,v)v avec u4v==x.

Supposons que ce systéme de deux équations puisse étre résolu en u et v. Nous pouvons donc écrire
u=U(S,x) et v=o—U(S,z). De plus, si x = 0 alors v = 0 et v = 0. Par conséquent, U(S,z) est

divisible par x et on peut poser
u:p(S,x)ac, v = [1—p(5,$)]$ .

En supposant que cette variété lente est exponentiellement stable pour I’équation rapide, la réduction
au systéme lent donne une approximation des solutions de (IIL.5) pour e arbitrairement petit, selon
les théories de perturbations singuliéres [3, 49, 52]. Le modele réduit est obtenu en remplacant les

variables rapides u et v dans les équations de S et x :

{ S = D(Sin — ) — (S, z)z (ITL6)

&= [p(S,x) — d(S, )] =

H(Sv x) = p(S, $)f(S) + [1 —p(S, l‘)]g(S), d(va) = p(S,ﬂ?)Dg + [1 —p(S, $)]D1 .

48



II1.2 Dynamiques a deux échelles de temps

Notons que p(-) dépend des fonctions «(-) et B(-). Par conséquent, la fonction p(-) est un taux de
croissance densité-dépendant, comme dans les modeles étudiés dans [42, 44, 45]. Mais, ici, le taux de
prélevement est remplacé par une fonction d(-) qui dépend également des fonctions a(-) et 5(-). Cette

propriété donne lieu a une nouvelle classe de modeles.

Pour le cas lent-rapide de (IIL.3) on a, voir [28]

Le cas lent-rapide de (II1.4) est donné par
S = D(Sin — ) — f(S)u— g(S)v
A B
w=[f(S) — Dolu— ;(u +v)u+ ;v (IT1.7)

. A B
0=1[9(8) = DiJv+ —(u+v)u——v.

La variété lente est définie par les solutions strictement positives du systéme
A(u+v)u=Bv avec u+v==x.

Par conséquent, on a

B
= = 1 —_— U - .
u=plalr, v=[1-p@le  on pl) =5
Ainsi, le modele réduit correspondant a (II1.7) est donné par
S = D(Sin — 8) — u(S, )z
(IT1.8)
&= [u(S,2) —d(z)]z
o BF(S) + Azg(S) BDy+ AzD
_ + A9 _ BDo+ AxDy

Dans ce qui suit, nous utilisons la théorie de Tikhonov [46, 66, 69], (voir aussi [37]), pour justifier

que les solutions de (II1.7) sont approchées par les solutions du modeéle réduit (I11.8)-(II1.9).

Théoréme II1.1. Soit (S(t,e),u(t, ), v(t,e)) une solution de (111.7) avec la condition initiale (So, uo, vo)
vérifiant Sy = 0, ug > 0, et vg = 0. Soit (S(t),Z(t)) une solution du probléme réduit (I11.8) de condition
initiale

S(O) = S0, T(O) =ug + v .
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Alors lorsque e — 0, on a
S(t,e) = S(t) + o(1), x(t,e) =z(t) + o(1) (II1.10)

uniformément pour t € [0,T], et

AZ(t)

u(t,e) = B+ 4z(0)

Z(t) + o(1), v(t,e) = Z(t) + o(1) (II1.11)

B + Az(t)

uniformément pour t € [to,T], ot 0 < tg < T sont arbitraires mais fizes et indépendants de €. Si la
solution (S(t),Z(t)) du probléme réduit converge vers un équilibre asymptotiquement stable, alors les

approzimations (II1.10) et (I11.11) restent valables pour T = +0o0.

Preuve. Dans les variables S, z = u + v et u, le systéme (II1.7) s’écrit

S =D(Sin — 8) — f(S)u—g(5)(z —u)
3'3:f(S)u—i—g(S)(x—u)—Dgu—Dl(x—u) (IH.IQ)

= [f(S) — Dolu — fxu—i— g(x—u) :

C’est un systéme lent-rapide avec deux variables lentes S et x et une variable rapide, u. L’équation
rapide est
u' = —Azu+ B(x —u) = Bx — (Az + B)u . (III.13)

La variété lente (ou I’état quasi-stationnaire) est donnée par

B B
B+ Az’

u=uzp(x), ou p(zx)

Puisque Az + B > 0, alors cette variété lente est GES. Ainsi, le théoréme de Tikhonov [46, 66, 69]
s’applique et affirme qu’apres une transition rapide vers la variété lente, les solutions sont approchées
par une solution du modeéle réduit, obtenue en remplacant la variable rapide v dans les deux premiéres

équations de (II1.12) par I’état quasi-stationnaire u = zp(z). Ce systéme réduit est

{ S = D(Sin — ) = [f(S)p(z) + 9(S)(1 - p(a))] «
& = [f(S)p(x) +9(S)(1 = p(x)) — Dop(x) — D1 (1 = p(x))] .

C’est le systeme (I11.8, I11.9). Les approximations (II1.10) et (III.11) sont obtenues a partir du théoreme
de Tikhonov. Rappelons que lorsque le probleme réduit admet un équilibre asymptotiquement stable,
alors ces approximations restent vraies pour tout ¢ > 0 et pas seulement sur un intervalle compact
[0, T]. Rappelons également qu’il existe une couche limite pour les variables rapides u et v, telles que

les approximations (III.11) restent vraies pour ¢ > ¢y ou top > 0 peut étre arbitrairement petit mais
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fixe. Par conséquent, trés rapidement, la densité v(t) des flocs tend vers

Alz(0)]?
B+ Az(0) ’

et la densité u(t) des bactéries planctoniques tend vers

Bz(0)
B+ Az(0)

Ces valeurs ne dépendent que de la biomasse totale initiale Z(0) = ug + vp, et le rapport A/B entre
le taux de floculation et de défloculation. Apres cette couche limite, on a une variation lente de la

densité des flocs et des bactéries isolées selon le modele réduit densité-dépendant (II1.8, II1.9).

3 Etude du modele réduit d’une espéce

Nous considérons, dans cette section, I’analyse mathématique du modele réduit (I11.8). Nous sup-
posons que les fonctions p(S, z) et d(x) sont plus générales que celles définies par (I11.9) et vérifient

les hypotheses suivantes :

HO : 1(0,2) =0 et u(S,z) > 0 pour tout S > 0 et tout x >0 .

_ Ou ou
H1: %>Oet%

H2 : d(0) = Dy, d(+00) = D1 < Dy < D, d(z) >0, d'(x) <0 et [zd(x)] > 0 pour tout z >0 .

< 0 pour tout S > 0 et tout x >0 .

Notons
f(8) = u(8,0) et g(S) = pu(S, +o0) .

Les fonctions f(-) et g(-) sont strictement croissantes et strictement positives pour tout S > 0. Si les

équations f(S) = Dy et g(S) = D1 admettent des solutions, on peut prendre
Ao = f_l(Do) et \] = g_l(Dl) .

Sinon, on peut prendre A\ = +o0, k = 0, 1. Nous ajoutons les hypothéses suivantes :

H3 : Si \g < )1, alors pour tout S € [Ag, \1[ et x >0 on a d'(z) > %(S,x) .
x

0
H4 : Si \; < ), alors pour tout S €A1, \o] et z > 0on a d'(z) < 8—5(5,:6) )

Lemme II1.1. Les hypothéses HO-H4 sont satisfaites dans le cas

u(S,z) = f(S)p(x) + g(S)[1 —p(x)],  d(x) = Dop(x) + Di[l — p(z)]

ot f(-) > g(-) sont des fonctions strictement croissantes et p(x) est une fonction strictement décrois-

sante telle que p(0) = 1, p(+o0) = 0 avec [zp(x)] > 0.
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Preuve. Puisque p/'(z) < 0 et f(S) > ¢(S) pour tout S > 0, on a

on _

= F(Sp) + g (S~ pl)] >0, I = [£(5) ~ g(S)(2) <0

or

Ainsi H1 est satisfaite. D’autre part, d(z) > 0 et
d'(z) = (Dy — D1)p'(z) <0, [zd(z)]' = Dy + (Do — D1)[zp(z)] >0
puisque p/(z) <0, [zp(z)] > 0 et Dy > D;. Ainsi H2 est satisfaite. En outre,

O (5,2) — () = [/(S) ~ Do+ Dy — g(S)p/(x) < 0

pour tout S € [N, A1 et > 0, car p/(z) < 0 et f(S) = Do, D1 > g(S) pour Ao < S < A (voir Fig.
ITI.1). Ainsi 'hypothese H3 est également satisfaite.

Do
Dy

[
} | 9(5)
| 9(5) //
Dy f \
| D s
|

S S
Ao A A Ao
Fig. II1.1 — Sur la gauche, le cas Ao < A1. Sur la droite, le cas A1 < Ao.
De méme, on a
Ou
—(S,x2) —d'(z) >0
O (5,0) — d(a)
pour tout S €]A1, Ag] et = > 0, puisque p'(z) < 0 et f(S) < Dy, D1 < g(S) pour A\; < S < Ao, (voir
Fig. II1.1). Ainsi 'hypothese H4 est satisfaite. |

Notons que, si p(z) = ﬁ, alors les propriétés de p(-) indiquées dans le lemme sont satisfaites. En

effet,
—AB B?

/ _ 40 r___ 2
avec A et B sont strictement positifs. Ainsi, les hypothéses HO-H4 sont satisfaites dans le cas p(.S, x)
et d(x) sont de la forme particuliére (IIL.9).
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3.1 Existence des points d’équilibre
Les points d’équilibre du systéme (II1.8) sont les solutions de I’ensemble des équations

{ D(Sin — S) — (S, z)z =0
[1(S,2) —d(z)]z =0 .

La deuxiéme équation est équivalente & x = 0 ou u(S, x) = d(x). Si x = 0 alors de la premiere équation

on a S = S5;,. Clest I’équilibre de lessivage
Ey = (Sin,0) .

Si p(S,z) = d(z), la premieére équation donne D(S;, — S) = zd(z). Par conséquent,

S =7(x) = Sin “””dl()@
Puisque |
v(0) = Sin et A(x) = — [xdl()x)] <0

alors la fonction 7(-) est strictement décroissante. Ainsi, pour trouver la solution on doit résoudre
I’équation
w(S,z) =d(x) . (I1.14)

Comme ;;Lg(s, x) > 0, pour tout S > 0 et tout x > 0, alors d’apres le théoreme des fonctions implicites,

cette équation définit une fonction
S =¢(x), telleque Mg=¢(0),

et

Le signe de ¢/(-) est donné par les hypothéses H1, H3 et H4. Les cas Ao < A1 et A\g > A doivent étre
distingués.

Dans le cas A\g < A1, la fonction S = ¢(x) est définie pour tout = > 0 et vérifie
Ao = ¢(0), A1 = ¢(+00), ¢'(x) >0 .
Les points d’équilibre sont les points d’intersection des graphes de fonctions

S=¢(x) et S=n~(x).
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Puisque la premiere fonction est strictement croissante et la deuxiéme est strictement décroissante,
alors il existe une unique solution si Ay < Sj,, et aucune solution si Ao > S;;, (voir Fig. I11.2). Nous

pouvons, alors, énoncer le résultat suivant :

S = ¢(x) i

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| S
Ao Sin A1 Sin Ao A1

Fig. II1.2 — Isoclines S = ¢(x) et S = v(z) dans le cas Ao < A1. Sur la gauche, le cas Ao < S;» avec un unique
point d’intersection. Sur la droite, le cas Ao > S;, avec aucun point d’intersection.

Proposition IIL.1. Si A\g < min(\y, Siy), alors il existe un unique équilibre strictement positif. Si

Sin < Ao < A1, alors il n’existe aucun équilibre strictement positif.

Dans le cas \1 < A, la fonction S = ¢(x) est définie pour tout z > 0 et vérifie

No=0(0),  A=o(+o),  ¢(x) <0.

Les deux fonctions ¢(-) et y(-) sont strictement décroissantes et vérifient

¢(0) = Ao, Sin=7(0) .

Par conséquent, si A\g < S;,, alors les graphes de ces deux fonctions se coupent en au moins un point
strictement positif (voir Fig. II1.3). Si A9 > Sip, alors les graphes des fonctions ¢(-) et v(-) peuvent

avoir une ou pas d’intersection (voir Figs. II1.3 et I11.4). Nous avons alors :

Proposition IIL.2. S5i A\; < Ao < Sin, alors il existe au moins un équilibre strictement positif.
Génériquement, il y a un nombre impair d’équilibres strictement positifs. Si A1 < Sin < Ao, alors soit
il n’existe aucun équilibre strictement positif, soit il existe génériquement un nombre pair d’équilibres

strictement positifs.

Les simulations présentées dans les Figs. 111.4 et II1.5 sont obtenues pour (II1.8, II1.9), avec les

fonctions définies par

25 158
S)=—— S) = II1.15
F8) =g 98) =g (1rL.15)
et les valeurs suivantes des parametres
Do=D=1, D1=05, A=4, B=1, 5,;,=09. (II1.16)

54



I11.3 Etude du modeéle réduit d’une espéce

Fig. IT1.3 — Isoclines S = ¢(x) et S = () dans le cas Ag > A1. Sur la gauche, le cas A\g < Si», avec au moins
un point d’intersection. Sur la droite, le cas A\g > S;, avec aucun point d’intersection. Dans le deuxiéme cas, il est
possible d’avoir deux points d’intersection (voir Fig. III.4).

La Fig. II1.4 & droite, montre 'existence de deux équilibres strictement positifs dans le cas ou A\g > Sjy,.

xT

0,5

Fig. ITI.4 — Sur la gauche, les fonctions de croissance f(-) et g(-). Sur la droite, les isoclines correspondants

S =¢(z) et S =~(x) .

3.2 Stabilité des points d’équilibre

La matrice jacobienne de (IIL.8) est donnée par

N D2 (s2) 2 (5,2) — (8,
ou B on o
O (S)  p(S,w) — d(r) + 20N (S,x) — ad ()

A Téquilibre de lessivage Ey = (Sin,0) cette matrice s’écrit
-D  —f(Sin)
Jo =
0  f(Sin)— Dy

Les valeurs propres sont —D et f(S;,) — Dp. Ainsi, nous avons le résultat suivant :
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Proposition IIL.3. Si \g < Siy, alors Ey est instable (point col). Si \g > Siy, alors Ey est LES
(neeud stable).

A Déquilibre strictement positif E; = (S,z), on a nécessairement (S, z) = d(x) et la matrice

jacobienne est

ou ou
7= —D—l'%(s,l’) _$%(sa$)_l‘b(s?x)
L oy o )
:v%(S, x) x%(S,x) —zd' (x)

La trace de J; est

) )
tr(J) = —D — $£(5, ) + xai;(s, z) — ad (z) .

Comme [zd(z)] = d(x) + zd'(z), nous en déduisons que

tr(J1) = =D +d(x) — mgg(S,m) + a:g’;(s,m) — [zd(z)] <0

puisque d(z) < D, g—g(S, x) >0, %(S,x) <0 et [zd(z)] >0 . Le déterminant de J; est

det(J1) = Da (d’(z:) - %(S, m)) + :g%(s,x)[m(x)]' .

qui peut s’écrire

' o
d(z) = 5-05,%)  [pd(z)
det(J;) = D:cggi(s,:c) a“(ixx) + [ dl() W _ Dg;gg(s, z) [¢'(z) =+ (z)] .
98"’

Ainsi, si ¢'(x) > 7/(x), alors le déterminant est strictement positif et par suite les valeurs propres sont
a partie réelle strictement négative : 1’équilibre E; est LES. D’autre part, si ¢/(z) < +/(z), alors le
déterminant est strictement négatif et par suite les valeurs propres sont de signes opposés : I’équilibre

strictement positif est un point col. Ainsi, nous pouvons déduire le résultat suivant :

Proposition II1.4. Les cas suivants peuvent se produire.

1. Si Ao < min(\1, Sip), alors Dunique point d’équilibre strictement positif est LES (et vérifie
¢'(z) > 0>+'(z)).

2. 8i A1 < Ao, alors il y a possibilité d’équilibres strictement positifs multiples qui sont des points
cols si ¢'(x) < ~'(x) ou des neeuds stables si ¢'(x) > ~'(x) :
- S Ao < Sin, il existe au moins un équilibre strictement positif et il y a un nombre impair
d’équilibres strictement positifs qui sont alternativement stables et instables,
- S Ao > Sin, il n’y a aucun équilibre strictement positif ou il en existe un nombre pair qui sont

alternativement stables et instables.
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II1.4 Floculation avec plusieurs espéces

On conclut que dans le cas A1 < Ao, le systéme présente la bistabilité de 1’équilibre de lessivage
et d’un équilibre strictement positif. Si la densité initiale des bactéries en flocs est assez petite, alors
les solutions convergent vers 1’équilibre de lessivage, sinon elles convergent vers 1’équilibre strictement
positif (voir Fig. IIL.5).

15 =

T Y T N N HNN N H SN S B

Fig. II1.5 — Bistabilité avec des fonctions de Monod.

Dans cette figure, le systéme présente la bistabilité pour les fonctions de Monod (IIL.15) et les
valeurs des parametres (I11.16). Nous notons que 1’équilibre de lessivage est stable ainsi que I’équilibre
strictement positif correspondant a la plus faible valeur de S. Les domaines d’attraction des équilibres

stables sont séparés par la séparatrice stable de 1’équilibre strictement positif qui est un point col.

4 Floculation avec plusieurs espéeces

Dans cette section, nous étudions un modeéle ot n espéeces sont en compétition sur un seul nutriment
et ou chaque espece se présente sous deux formes : des bactéries isolées, de densité u;, et des bactéries en
flocs, de densité v;, pour ¢ = 1,...,n. Nous supposons que les bactéries isolées peuvent s’agréger avec
les bactéries isolées ou les flocs pour former des nouveaux flocs avec un taux a;(-)u;. Nous supposons
aussi que les flocs peuvent se diviser et libérer des bactéries isolées, avec un taux S;(-)v;.

a;()u; Bi()vi

i Uiy, Uy (U

Plus précisément, nous étudions le modele de floculation de n espeéces suivant :

S = D(Sm — S) — En:[fz(S)uz + gi(S)vZ-]

=1
i = [fi(S) = Doilui — ai(-Ju; + Bi(-)vi, 1<i<n (LIL.17)
v = [9i(S) — Diilvi + ai(-)ui — Bi(-)vi
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ou fi(S) et g;(S) représentent, respectivement, le taux de croissance des bactéries isolées et des bacté-
ries en flocs de 'espece i; Dy; et Dy; désignent, respectivement, le taux de prélevement des bactéries
isolées et des bactéries en flocs de chaque espéce. Les fonctions f;(+) et g;(+) sont strictement croissantes
et strictement positives pour tout .S > 0. La dynamique de la densité de la biomasse totale z; = u; +v;
de l'espéce 1 est

&y = fi(S)u; + gi(S)vi — Doju; — Dyv; .

Dans la suite, nous considérons le cas ou
n
ai(1) = 3 aij(uj +v;), Bi() =i
j=1

ou a;j et b; sont des constantes positives.

Remargue I11.1. Si on considere que la fonction «;(-) dépend de z; avec j # 4, on suppose implicite-
ment que les bactéries en flocs peuvent incorporer des individus de différent especes.
Le taux de prélevement Dq; peut étre interprété comme la somme du taux de dilution des bactéries

en flocs et de leur taux de mortalité pour chaque espece 1.

De plus, nous supposons que la dynamique de floculation et défloculation est plus rapide que la

croissance des bactéries, c’est-a-dire

aijzis, bZ:f

En faisant la somme de la deuxiéme et la troisiéme équation du systeéme (II1.17) et en remplacant v;

par x; — u;, nous obtenons le systéme lent rapide suivant

S = D(Sin—58) =Y [fi(S)ui + gi(5) (i — w)]
i—1
;= fi(S)u; + gi(S)(xi — u;) — Doju; — Dyi(x; —u;), i=1,...,n (ITL.18)
= [fi(S) — Doilu; — ézAijwjui + %(xz — ;)
j=1

avec S et x; sont des variables lentes, tandis que u; sont des variables rapides. La dynamique rapide

est donnée par

n
uh = —ZAijxjui—i—Bi(xi—ui), 1=1,...,n (I11.19)
j=1

ou les x; sont considérés comme des parametres. La variété lente ou ’état quasi-stationnaire est donné

par
u:Bn—x i=1,....n. (I11.20)

B; + Z Aijx;
j=1
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n

Comme ZAijl'j > 0, pour ¢ = 1...n, alors cette variété lente est GES pour (II1.19). Par suite,
j=1

le théoreme de Tikhonov [46, 66, 69] affirme qu’aprés une transition rapide vers la variété lente, la

solution du systeme (IIL.18) est approchée par la solution du systéme réduit suivant, qui est obtenu
en remplagant les variables rapides u; dans les deux premieres équations du systeme (I11.18) par I’état

quasi-stationnaire (II1.20). Le systéme réduit s’écrit

S = D(Sm — S) — ; Mi(S, l‘).%'z (111'21)
.7')@' = [ILLl(S,l’)—dl(l‘)]l‘Z 1= 1,...,n

1i(S,2) = fi(S)pi(z) + g:(S)[1 — pi(x)],  di(x) = Doipi(z) + Dyl — pi(z)], i=1,...,n (I11.22)

avec B
pi(z) = —— ) T=(21,...,7) . (I11.23)

n
B; + Z Aijxj
Jj=1

Par conséquent, nous pouvons montrer le résultat suivant :

Théoréme II1.2. Soit (S(t,e),u1(t,e),v1(t,€),...,un(t,€),vn(t,€)) la solution de (II1.17) avec les
conditions initiales S(0) > 0, u;(0) > 0 et v;(0) > 0, pour 1 < i < n. Soit (g(t),fl(t), . ,Tn(t)> la

solution du probléme réduit (II1.21) de condition initiale
S5(0) = S(0), Z:(0) = 4;(0) + v;(0), 1<i<n.
Alors lorsque € — 0, on a
S(t,e) = S(t) + o(1), zi(t,e) =T(t) +o(1), 1<i<n
uniformément pour t € [0,T], et pour tout 1 <1i < n,

(371 Au; () 7alt)
B + 37 AyT;(t)

(te) = Bizi(t) (o) =
Uz(tv‘g) = B; + Z?:l Aijfj(t) + 0(1)a 'Uz(tv‘g) -

+o(1)

uniformément pour t € [to,T], ou T > tg > 0 est arbitrairement fixé. Si la solution du probléme réduit
tend vers un équilibre asymptotiquement stable, alors les approximations ci-dessus restent valables pour
T =400 .

Etant donné que les bactéries isolées ont un meilleur acceés au substrat que les bactéries en flocs,
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nous supposons que f;(S) > g;(S). Notons qu’on a g;’; (x) < 0 pour tout 4, j. D’ou
O . Opi
S (5.2) = [A(5) - 9(S) 52 () <0
avec
O

5 (5.2) = F(Spile) + ()L~ pi(a)] > 0.

Comme dans le cas d’une espéce, cette approche est une motivation pour les modeles qui considérent
des taux de croissance densité-dépendants, qui peut conduire a la coexistence des especes microbiennes
[42, 44, 45]. Nous étudierons le modele réduit (I11.21)-(I111.23) dans le chapitre IV dans le cas particulier,
ou les taux d’attachement et de détachement des espéces x; avec les especes x; sont négligeables pour

i # j, c’est-a-dire que A;; = 0 pour i # j.

5 Modéle de flocs de deux bactéries isolées

Dans cette section, nous étudions une extension du modele de Haegeman et Rapaport [28] en
considérant que les bactéries en flocs consomment du substrat. Ainsi, le modele de compétition de
deux especes pour une ressource dans un chémostat, en prenant en considération la floculation de

I’espece la plus compétitive, s’écrit

S = D(Sin—5) — f(S)u—g(S)v — fa(S)z

. o _ 2 _

« = f(S)u—au”+bv— Du (I11.24)
v = g(S)v+au?—bv— Dv

:i?z = fQ(S)CL‘Q—DCCQ

ol zo(t) désigne la densité de la deuxiéme espece ; fo(.S) représente le taux de croissance de la deuxiéme
espece. Nous introduisons les hypotheses suivantes :

HS5 : Les fonctions f, g et fs sont strictement croissantes et qui vérifient f(0) = g(0) = f2(0) = 0.

Si les équations f(S) = D, g(S) = D et fo(S) = D admettent des solutions (voir Fig. I11.6), on peut
prendre
Ao=/"1D), M=g{(D) et =f1(D).

Sinon, on peut prendre A\ = +o00, kK = 0,1, 2. Nous supposons que les bactéries en flocs ont un moins

bon acces au substrat que les bactéries isolées c’est-a-dire
H6 : f(S) > g(S) pour tout S > 0.

Par conséquent,
Ao < ALl
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> S

Sin

Fig. II1.6 — Graphes des fonctions de croissance f, g et fa.

Pour @ = b = 0, c’est-a-dire pas de floculation ni de défloculation, le systeme (II1.24) est le modele

classique de trois especes en compétition sur un seul nutriment. Par ailleurs, nous supposons que
HT7 : Mg < Ao < A1

Ce qui signifie que la premieére espece lorsqu’elle se présente sous forme de bactéries isolées, est plus
efficace que la deuxieme espece et que l'espece o est plus efficace que 'espeéce x1 lorsque celle-ci est

en flocs.

Remarque 111.2. Soit la densité totale de la premiere espéce, 1 = u 4+ v. En faisant la somme de la
deuxiéme et la troisieme équation du systéme (I11.24), nous obtenons
f(S)u+g(S)v

i1 = ———x1 — Dx1.
z1

Cette équation suggere une fonction de croissance densité-dépendante de 1,

f(S)u+g(S)v

T

Nous considérons la quantité totale de matiere dans le chémostat, z = S +u + v + 3 et le vecteur
de R3, Y = (S,u,x2)". 1l est simple de vérifier que le systéme (II1.24) est équivalent & un systéme en

cascade

z = D(SZ —Z)
{ - (I11.25)

= gb(Z,Y),
D(Sin = 8) = [(S)u—g(9)(z = 5§ —u —x2) — fa(S)x2
o(2,Y) = (f(S)—au—D)u+b(z— S —u—x2)
(f2(S) — D)2
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Pour tout z > 0, nous définissons ’ensemble compact
K(z(0)) = {(S,u,v,mg) ERY:2=S5+u+v+ 2 < max (z(O),Sm)}

La proposition suivante démontre que pour toute condition initiale positive, les solutions du systéme
(IT1.24) restent dans le compact K (z(0)) pour tout ¢ > 0.

Proposition IIL.5. Pour des wvaleurs initiales positives, les solutions du systéme (II1.24) restent

positives et bornées pour tout t > 0.

Preuve. Par la méme méthode que la preuve de la Prop. II1.15, nous démontrons que pour toutes
conditions initiales positives les solutions restent positives. En faisant la somme des quatre équations

du systeme (I11.24), nous obtenons
z = —D(Z — Sz )

Nous en déduisons que
2(t) = Sin + [2(0) = Sip]e P!

Par suite,
z(t) < max (Sin,2(0)), pour tout ¢ > 0.

Par conséquent, les solutions sont bornées. |

Nous faisons aussi ’hypothése que lorsqu’elle est seule ’espece xo survit, c’est-a-dire

HS8 : f3(Sin) > D.

5.1 FEtude du modéle

Pour étudier I'existence de 1’équilibre strictement positif du systeme (II1.24), nous considérons les

fonctions
U(S) = ~22) =2 [g(8) = D—b], V(S) =22 [g(S)—~ D~} (I11.26)

et
f(8)-D

[9(S) = D = b][9(S) = f(S)]. (IIL.27)
Proposition III.6. Sous les hypothéses H5 et HT, il existe un unique équilibre strictement positif
E* = (S*,u*,v*,25) du systeme (I11.24) si et seulement si Sy, > Serie avec S* = Aa, u* = U(A2),
V¥ = V(/\Q), x§ = Sz — Scrit ol

Serit = g + H()\Q) (111.28)
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Preuve. L’équilibre strictement positif du systeme (I11.24) est donné par la solution du systéme

D(Sin—95) = f(S)u+ g(S)v+ fa(S)z2

0 = [f(S)~ Dlu—au’+bv (I11.29)
0 = [g8) ~ Do+ au? b |
0 [f2(S) — Dl

De la quatrieme équation du systéme (I11.29), nous déduisons que S = Ay puisque x2 est différent de

zéro. La somme de la deuxieme et la troisieme équation du systeme (II11.29) donne la relation suivante

f(A2) =D

V= ——"T"--Uu.
g(A2) =D

(I11.30)

De la deuxiéme équation du systeme (I11.29), nous avons

(f(A2) = D)

U (f()\Z)_D)_au_b(g()\g)—D)

=0.
Comme u est différent de zéro, alors nous déduisons que v = U(A2) qui est strictement positif d’apres
les hypotheéses H5 et H7. De 1’équation (II1.30), nous obtenons v = V' (\2) qui est strictement positif.

A partir de la premiére équation, nous avons

fa)  9()

JJQZSZ' —)\2— D D

v = Sin — A2 — H(A\2) = Sip, — Serit.

Par conséquent, I’équilibre strictement positif E* existe si et seulement si S;;, > Serit. [ |
Proposition II1.7. Deés que ’équilibre strictement positif E* existe, il est LES.

Preuve. Nous pouvons facilement vérifier que
=8+ u +o +a5 =5,

Comme le systéme (I11.24) est équivalent au systéme en cascade (I11.25), donc il suffit de montrer que
Y* = (S*,u*, x5) est un équilibre LES du systéme réduit Y = ¢(2,Y). La matrice jacobienne de ¢ en
(Sin, Y™*) est
—mi1 —miz —mi3
J(sinY*) = B —mgy  —b
ma3y 0 0

ou
mi1 = D — g(A2) + f'(A)u” + ¢’ (M) + fa(X2)xs, maiz = f(X2) — g(A2), maz =D —g(X2),

5 = f,()\g)u* — b, mog = D — f(/\z) + QGU* + b, ms1 = fé()\g).%';
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avec mi1, miz, mi3 et ma; sont positifs. En outre, en remplacant au® par son expression (I11.26), nous

obtenons
_ f()—-D *
Moy = g()\Q)_D[9()\2)—D—b]+[D_f()\2)]+au b
_ Q) =D
~ g mp Tt (I11.31)

qui est strictement positif car f(A2) > D et g(A2) < D. Le polyndéme caractéristique est donné par
Pr(\) = |J = A I| = coX3 + 1A% + o)\ + ¢3,

ou I matrice identité d’ordre 3 et

co=—1, c1=—(mi1+ma), co=—(maami1+Bmiz+mizmar) et c3=mai(bmiz—maami3).

D’apres le critere de Routh-Hurwitz, 1’équilibre strictement positif £* est LES si et seulement si

¢ <0, i=0,...,3
c1co — coeg > 0.

D’une part, en remplagant mog par son expression (II1.31), nous obtenons
maamig — bmig = b[f(A2) — D] + [au” 4 b][D — g(A2)] = b[f(A2) — D + D — g(A2)] = au™[D — g(A2)].
qui est strictement positif et par suite cg < 0. D’autre part,
maama1 + Bmaz = maa [f (A2)u” + ' (A2)v* + fo(A2)x3] + maamas — bmaa + f/(A2)u*maa.
qui est strictement positif et par suite co < 0. Finalement

Ci1C2 — CpC3 = (m22 + m11)(m22m11 + Bmi2 + m13m31) + m31(bm12 - m22m13)

= (maa +mi1)(maama1 + Bmiz) + miimizmsr + bmiama;
qui est strictement positif. Par suite, toutes les conditions du critere de Routh-Hurwitz sont vérifiées
et I’équilibre strictement positif £* est LES. |
5.2 Systeme “lent-rapide”

Nous supposons que les dynamiques de floculation et de défloculation sont plus rapides que la
croissance des especes, c’est-a-dire que dans le modele (II1.24), le taux de floculation a et le taux de

défloculation b sont assez grands. Ce qui permet d’écrire ces parametres en fonction de € assez petit,
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ou A et B sont des nouveaux parametres du modele. D’ou le modele (I11.24) se réécrit :

S = D(Sin—15)— f(S)u—g(S)v — fo S)a2
et = ef(S)u— Au®>+ Bv —¢eDu

e = eg(S)v+ Au® — Bv — eDv

to = fa(S)ze — Dxo.

(I11.32)

C’est un systeme lent-rapide avec deux variables lentes S, x2 et deux variables rapides u, v. Les points
d’équilibre de ce systéme sont déduits des points d’équilibre du systéme (I11.24) en faisant le change-

ment de variable a = A/e et b = B/e. Notons que

E*(e) = (8*(e),u"(e), v*(e), w3(e)) = E +eF,

ol (. Bi09)-D B[f0)-D)> . .\
b= (A "AD—g(M) A {Q(AQ)_D} Sin SC>
et
N 1D = f00) 1 1f0s) - D)1 0) — g0a)]
E = <O,A[f()\2)—D]aA D—_gw) A D — g(As) )
avec B [f(A2) = D] [f(A2) — g(A2)]
e T ) -

Proposition III.8. Si la condition S;, > S. est vérifiée, alors pour tout € assez petit, E* est LES
pour le systéeme (I11.32).

Preuve. Le changement de variable dans I'expression de S, (I11.28) donne :

f(A2) = D] [f(A2) — g(A2)]
A[D = g(A2)] ’

Serit(e) = Se + E[

Lorsque ¢ est assez petit, Serit(€) ~ S,, par suite, si Si, > S, alors S, > Serit(e) et d’apres la Prop.
I11.7, I’équilibre E* est LES. n

Soit 1 = u + v, la densité totale de la premiere espéce. Le systeme (II1.32) est équivalent au

systéme suivant :

S = D(Sin—29)—f(S)u—g(S) (z1 —u) — fo(S)zs
f(S)u+g(S) (x1 —u) — Dy

t9 = fa(S)xe — Dxo

en = (Bwl — Au? — Bu) +¢[f(S) — D]u.

IS
=
Il

(I11.33)
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Nous considérons la variété
M = {(S,xl,u,mg) € Ri : p(x1,u) = Au* + Bu — By = O}
et nous montrons le résultat suivant :

Proposition II1.9.

1. Pour toute condition initiale strictement positive, il existe k1, ko indépendants de € tel que
€ B
(pler,w)* < 2kie, Vi > oo n(ky™).

2. Toutes les trajectoires entrent et restent dans un petit voisinage de M aprés un peu de temps.

1 2
Preuve. Nous considérons la fonction V' (z1,u) = 3 (Au2 + Bu — Bazl) , dont la fonction dérivée par
rapport au temps est
ov ov 2Auv+ B
&1 + —u=y(S - —2V
a.’f]_x auu f)/( Jxlau) €

ou

v(S, z1,x2,u) = (Au2 + Bu — Bxl) [2Au2 (f(S)—D)+ B(x1 —u) (D — g(S))} :

D’apres la Prop. I11.5, pour toute condition initiale strictement positive, toutes les solutions du systeéme

(IT1.32) sont bornées et par suite 7y est bornée. Nous posons m = KI?E(LX)) (S, z1,u), alors nous obtenons
z(0

. —-2B
V(t) < 5 V(t) +m.
Nous posons W (t) = V(t) — 5, alors
—-2B
W) < 22w

D’apres le lemme de Gronwall, on a

V() < 5p+ (VIO - 5 ) e < T Vo

= 2B 2B = 2B
2V (0 B
En prenant k = %, ko = Tr(L ) et t > % hl(kg;), nous déduisons que
2B ¢ k‘QB
k = In(——
V)< Sk + T2 ¢ 2B ( £ ),
2 2
d’olt "
€ mko €
< _ -
Vil ssh+ = g =k
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Le deuxiéme point est une conséquence directe de I’inégalité précédente. |
L’équation “rapide” du systeme (II1.33) s’écrit
u' = Bz — Au? — Bu = h(z1,u),

ou z1 est considéré comme un parametre. La variété lente est donnée par

—B + B2 + 4AB£L‘1
u=pla1) = = :

Comme

O o1, plar)) = ~2AVB? T 4ABr; <0,

alors la variété lente u = p(x1) est LES. Par suite, le théoréeme de Tikhonov s’applique et affirme
qu’apres la transition rapide vers la variété lente, la solution est approchée par la solution des équations
réduites, qui sont obtenues en remplacant la variable rapide u dans les trois premieres équations du

systeme (II1.33) par 1’état quasi-stationnaire p(x;). La dynamique réduite sur la variété M s’écrit

S D (Sin = 8) = f(9)p(x1) = 9(5) [z1 — p(z1)] = f2(S5)x2
i1 = f(S)pler) +g(S) a1 - ple1)] — Day (IL34)
1'2 = fg(S)l’Q — D:L'Q.

Nous définissons la fonction de croissance modifiée

p1(S, 1) = f(S)g(z1) + g(S) [1 — g(x1)],

avee pa) 2

g(x1) = = :
! 1+ /1 +44z,

Avec cette notation le systeme (I11.34) s’écrit

S = D(Sin—58) = m(S,z1)x1 — fo(S)zs
1 = [m(S,z1) — D]y (I11.35)
zo = [f2(S) — D] xs.
Remarquons que : o
25 = ['O)g(@) +g(S)[1—g(z1)] >0
1) - g(S) g/ an) <0

Ce modele densité-dépendant sera étudié dans le chapitre IV, dans un cas plus général ou le taux

de croissance ps dépend non seulement du substrat mais aussi de la concentration xo.
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6 Etude du modele avec des taux de croissance non monotones

Dans cette section, nous étudions le modele (IT1.24) en prenant en considération une classe générale
de taux de croissance pour voir leur effet sur la coexistence de deux espéces microbiennes et de comparer
avec le modele de Butler et Wolkowicz [9], ot une seule espéce survit a la compétition. Dans un premier
temps, nous étudions le modele de floculation (I11.24) avec une seule espéce, un taux de croissance des
bactéries isolées non monotone et un taux de croissance des bactéries en flocs strictement monotone.
L’étude de ce modele avec deux especes est déduite dans la deuxieme partie avec un taux de croissance
de la deuxieme espece strictement monotone. Dans la troisieme partie, nous étudions les bifurcations
selon la concentration a ’entrée du chémostat et le taux de croissance maximal de la deuxiéme espeéce.
Les simulations numériques montrent ’apparition des cycles limites par des bifurcations de Hopf.
Finalement, nous étudions un modele avec un taux de croissance des bactéries en flocs non monotone
qui dépend de celle des bactéries isolées.

Nous supposons que les taux de croissance satisfont les hypothéses suivantes :

H9 : Les fonctions g(-) et fa(-) sont strictement croissantes et vérifient g(0) = f2(0) = 0. De plus, les
équations g(S) = D et fo(S) = D admettent, respectivement, une unique solution positive A
et Ag.

H10 : La fonction f(-) est positive, non monotone et vérifie f(0) = 0. De plus, I’équation f(S) = D

admet deux solutions positives Ay et pg avec A\g < po.

D’apres ’hypothese H9 et H10, trois cas possibles peuvent se présenter (voir Fig. I11.7) :
Ao <A1 <o, Ao <o <A1, A1 <A < po-

Ce dernier cas n’est pas réaliste d'un point de vue biologique car les bactéries en flocs ont un moins

bon acces au substrat que les bactéries isolées.

Fig. II1.7 — Taux de croissance f de type Haldane et g de type Monod dans les deux cas : Ao < A1 < po et
Ao < po < A1
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6.1 Etude du modéle avec une espéce

On se propose, dans cette section, d’étudier 'existence et la stabilité locale des points d’équilibre

du modele de floculation (I11.24) avec une seule espece. Le modele s’écrit

D(Sin = 5) = f(S)u — g(S)v
f(S)u —au® + bv — Du (I11.36)
g(S)v + au? — bv — Dv.

S
i
¥

6.1.1 Existence des points d’équilibre

Les points d’équilibre du systéme (I11.36) sont donnés par les solutions du systéme suivant

D (Sin—5) = f(S)u+g(SHv
0 = f(S)u—au®+bv— Du (II1.37)
0 = g(S)v+au?—bv— Dv.

Si w = 0, alors nécessairement v = 0 & ’équilibre et inversement. Donc nous ne pouvons pas avoir un
état d’équilibre pour lequel nous avons seulement des bactéries isolées ou en flocs puisqu’il y a toujours

un échange d’un compartiment vers ’autre. Notons
p(S) = f(S) =D et (S)=g(S)—-D.
La somme de la deuxiéme et la troisieme équation du systéme (II1.37) donne 1’équation suivante
e(S)u+ ¢ (S)v = 0. (II1.38)

L’équation (II1.38) admet des solutions strictement positives u et v si et seulement si ¢(S) et ¥(S)
sont de signes opposés (voir Figs. I11.7 et II1.8), c’est-a-dire si S € I ou S € J ou [ et J sont définis
dans le Tab. III.1.

P
" [\ ¢
| b
Jh } / ']b |
Ao A1 o Ap Ao 10 A1 Ab

A

Fig. II1.8 — Intervalles d’existence de I’équilibre strictement positif.
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Cas I ‘ J

A< po || JAos Al | Jro, +oo]

po < At || Jxos pol | JA1, +oof

Tab. III.1 — Intervalles d’existence de I’équilibre strictement positif selon le cas.

Ainsi,
I =]X\o, min(up, A\1)[ et J =]max(po, A1), +00l. (I11.39)

Il faut donc chercher les solutions (S, u,v) du systéme (I11.37) tel que S € I ou S € J. Dans ce cas
P(S) # 0 et 'équation (II1.38) s’écrit

()
S u. I11.40
o(5) (A0
En remplacant v par son expression (II1.40) dans la deuxiéme équation du systéme (II1.37), nous
obtenons
w=U(S) avec U(S)=-2E) sy _y. (I1L.41)
aph(S)
Par suite, en remplacant u par U(S) dans (II11.40) nous déduisons
2
p°(5)
= =— —bl. I11.42
v=V(S) avee V(S) =g [6(S) -1 (I11.42)
Notons
X =0 (b)

Ainsi, u et v sont strictement positifs si et seulement si
Sel ou SeJ, avec J,=JN[0, N

Remarquons que l'intervalle J, est vide si b = 0 dans le cas ug < Aj et il est vide si b < ¢ (uo) dans
le cas A1 < po (voir Fig. I11.8). En faisant la somme des trois équations du systeme (I11.37) et en
remplagant u et v par (II1.41) et (II11.42) nous obtenons

Sin —S=u+v=H(S)

avec

H(S) = [(S) = 0] [(S) — (5)] - (I11.43)
Par conséquent,

Proposition IT1.10. Le systéme (I11.36) admet les équilibres suivants :
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1. Le lessivage Ey = (Sin,0,0) qui existe toujours.
2. L’équilibre strictement positif B = (S‘,ﬂ,f}) avec S solution de l'équation H(S) = Si, — S,
u=U(S), v =V(S), qui existe si et seulement si S € I U Jj,.

Mo 1 A1 \27“) 3 4 55'7; 6

—14

Fig. ITI1.9 — Isoclines x1 = Sin — S et x1 = H(S) dans les deux cas.

Les équilibres strictement positifs sont donnés par les intersections entre les isoclines x1 = H(.S)
et x1 = S;, — S. La Fig. 1I1.9 a gauche montre 'existence de deux équilibres strictement positifs dans
le cas A1 < po, que nous notons par Ef et BY'. La Fig. I11.9 & droite montre 'existence d’un unique
équilibre strictement positif dans le cas py < A1, pour tout Si, €]\g, o[- Sur toutes les figures nous
choisissons la couleur rouge pour représenter les équilibres LES et la couleur bleue pour représenter
les équilibres instables. Nous montrerons le comportement asymptotique des points d’équilibre dans

la section 6.1.2

.
Fig. II1.10 — Isoclines z1 = Sin — S et &1 = H(S) dans le cas uo < A1. Sur la gauche S;, G]uo,Slc’"“[ et sur la
droite Sin > ST,

La Fig. II1.10 & gauche montre I’existence de deux points d’équilibre strictement positifs pour tout
Sin €]po, SYT™], que nous notons par Efy et Ey, out SET, i = 1,2, une valeur critique pour laquelle
la courbe de la fonction H est tangente a la droite d’équation z; = S;;, — S. La Fig. I11.10 a droite,

montre I'existence de deux équilibres strictement positifs pour tout Si, > S§™, que nous notons par

EY et EY,.
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6.1.2 Stabilité locale

Dans la suite, nous nous proposons d’étudier le comportement asymptotique des points d’équilibre

du systeme (II1.36). La matrice jacobienne en (S, u,v) est égale a

—D = f(S)u—g' (S —f(5) —9(5)
J= 1'(S)u o(S) — 2au b
g (S) 2au P(S)—b

La matrice jacobienne en Ej est égale a

=D —f(Sin)  —9(Sin)
JEO = 0 gD(Sl ) b
0 0 VY(Sin) — b

Les valeurs propres de Jg, sont
=D, ©(Sin) et P(Sin) —b.

Par conséquent,
Proposition II1.11. Ey est LES si et seulement si p(Sin) < 0 et Sip < Ap.

Dans la suite, nous nous proposons d’étudier la stabilité locale de I’équilibre strictement positif
Ey = (S,u,v) du systéme (IT1.36). Nous considérons la quantité totale de matiére dans le chémostat
z=S+4u+vetY = (S u), alors il est simple de vérifier que le systéme (I11.36) est équivalent & un

systéme en cascade
z = D(Sl — Z)
Y = ¢(2,Y),

6(2,Y) = [ D(Sin —S)—f(S)u—g(S)(z =S —u) ]
(f(S)—au—D)u+b(z—S5—u)

Comme z = S+ @+v = Sy, donc il suffit de montrer que Y = (S, 4)’ est un équilibre LES du systéme
réduit Y = ¢(Sin,Y). La matrice jacobienne de ¢ en (Si,,Y) est

—ailr  —a12
A=
a21 —ma22

ou

ann = —(S) + f(S)u+g'(5)v, a1z = f(S) = g(5), axn = f'(S)u—b, map=—¢(S)+2au+b
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D’apres l'expression (II1.31) de ma2 , nous déduisons que

m22:—b@+aﬂ+b

¥(S)

qui est strictement positif. Les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative si
et seulement si
trd = —(CLH + m22) <0 et detA=ajimas+ as1aia > 0.

Nous avons
det A = —m22¢(§) + [f/(g)ﬂ + g'(g)fz] moo + f/(g)ﬂalg — baqs

et comme

magt(8) + bara = () (¥(S) — b) = aup(S), (I11.44)

alors
det A = f'(S)u(ai2 + maz) + g'(S)vmaa — auy(S).

Par conséquent,

Lemme II1.2. F; est LES si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

—9(8) + ¢'(S)v + maz > —f'(S)a, (IT1.45)

—atu)(S) + g'(S)omay > — f'(S)u(a12 + maa). (I1.46)

Dans le lemme suivant, nous démontrons que le signe du det A est donné par la position relative
de la courbe de la fonction H et la droite d’équation 1 = S;,, — S.
Lemme III.3.

1. Dans le cas ou S € I, on a det A > 0 si et seulement si H’(S’) > —1.

2. Dans le cas ot S € Jy, on a det A > 0 si et seulement si H'(S) < —1.

Preuve. Notons que

(W=D —2¢) e+ 20(¢ —b) b

H'(S)=f e +4'¢ i

Comme

= —py+ 280(1;/) —b by et aiz+moz = — W= b)gp - 2()0)7 (I1L.47)

ma2
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alors en remplagant /vy par —v/u (II11.40), nous déduisons que

;012 + Ma2 ; M22
—g'v

H'(S5) = ~f ar) aur)’

En multipliant H'(S) + 1 par aut, nous obtenons

det A = —auyp [1 + H'(S)].
Par conséquent, si S € I, alors on a ¢(S) < 0. D’oil,

H'(S) > —1 <= det A > 0.
Si S € J, alors on a 9(S) > 0. D’ou,

H'(S) < —1 <= det A > 0.

D’ou le résultat. |

6.2 Etude du modéle avec deux espéces

Dans le modele classique (I.1) de compétition de deux espéces sur un seul nutriment avec un
taux de croissance de la premiére espéce non monotone, il y a exclusion compétitive d’au moins une
espece. Toutefois, dans certains cas, la survie d’une espéce dépendant de la condition initiale [9]. Dans
cette section, nous analysons le modele (II1.24) avec un taux de croissance des bactéries isolées de la
premiere espéce non monotone, pour voir 'effet de la floculation et 'inhibition sur la coexistence des

deux especes.

6.2.1 Existence des points d’équilibre

Nous étudions 'existence des équilibres strictement positifs du systéme (I11.24) sous les hypotheses
H9 et H10. Nous rappelons que les intervalles I et J sont définis par (I11.39) avec J, = J N[0, Ap|.

Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition IT1.12. Le systéme (I111.24) admet les points d’équilibre suivants :

Le lessivage Ey = (Sin,0,0,0) qui existe toujours.

— L’équilibre d’extinction de u et v, Ey = (A2,0,0, Sin — A\2) qui existe si et seulement si Ay < Siy,.

~ L’équilibre d’extinction de x2, Ey = (S,4,9,0) avec S solution de l’équation H(S) = Si, — S,
u=U(S), v="V(S), qui existe si et seulement si S € I ou S € Jj.

— L’équilibre strictement positif, E* = (S*,u*,v*,23) avec S* = Ag, u* = U(A2), v* = V(\2),

x5 = Sin — Ao — H(\2), qui existe si et seulement si Ay € I ou A € Jp et Sin — Ao > H(A2).
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Preuve. Les points d’équilibre du systeme (I11.24) sont donnés par les solutions du systeme suivant

D(Sm—S) = f(S)u+g(S)U—f2(S)CL‘2

— f(S)u—au2+bv—Du
g(S)v + au? — bv — Do
[f2(5) = D] x3.

0

I11.48
. (I1L.43)
0

La quatriéme équation est équivalente & xo = 0 ou S = Ag. Si 29 = 0, alors a partir de la Prop.
II1.10, nous déduisons 'existence des points d’équilibre Ey et E1. Si 22 # 0 et u = 0, alors .S = Ao,
v = 0 et de la premiére équation nous déduisons que zo = S;, — A9. Ainsi, le point d’équilibre
Es = (X\2,0,0,S;, — \2) existe si et seulement si Ay < Sj,. Si o # 0 et u # 0, alors S = A9, v # 0 et
d’apres la preuve de la Prop. I11.10, nous déduisons que u = U(\2) et v = V(\3) qui sont strictement
positifs si et seulement si Ao € I ou A2 € J,. De la premiére équation du systéme (I11.48), nous
obtenons

Tro = Szn — )\2 — H()\Q)
qui est strictement positif si et seulement si S, — Ao > H(\2). [ |

La Fig. II1.11 a droite montre I'existence d’un unique équilibre strictement positif £*, dans le cas
A1 < po et Ay € I. Nous montrerons dans la suite qu’il est LES et tous les autres points d’équilibre
E}, E!' E5 et Ey sont instables. Les simulations numériques montrent la convergence globale vers le

point d’équilibre de coexistence E* pour toute condition initiale strictement positive.

0,54

Fig. IT1.11 — Cas 1 : A\y < po. Cas1-A: A€ I.

La Fig. II1.12 a droite montre 'existence d’un unique équilibre strictement positif £*, dans le cas
Ao € Jp, qui est instable ou E% et Ey sont LES et FY', Ey sont instables. Les simulations numériques
montrent la bistabilité avec convergence soit vers E7 avec exclusion de la deuxiéme espéce soit vers
FE» avec exclusion de la premiere espéce.

La Fig. II1.13 a droite montre I'existence d’un unique équilibre strictement positif £*, dans le cas

o < A1 et A € I, qui n’est pas toujours stable. Dans la section 6.3, nous revenons a 1’étude de ce cas
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par une analyse de bifurcations selon les parametres S;, et mo, qui présente un comportement tres

riche avec coexistence, bistabilité et apparition de cycles limites.

249 x1
.
74Sin

1.54 g
o]

/\ - fa 54
! ST \ D ad

\ \

\ \ | ; 34
1/ | ,
>/ | I \ 27

\ | ! ]

I | '
L NI S S Sl ‘T
5 6
Ao po A A2 Ao

Fig. II1.14 — Cas 2-B : A2 € Jp.

La Fig. I11.14 a droite montre 'existence d’un unique équilibre strictement positif £*, dans le cas

A2 € Jp, qui est instable olt Es est LES avec EY; et Ej sont instables.
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6.2.2 Stabilité locale

Dans la suite, nous analysons le comportement asymptotique des points d’équilibre du systeme

(I11.24) lorsqu’ils existent. La matrice jacobienne en (S, u, v, x2) du systéme (I11.24) est :

—D = f/(S)u—g'(S)v = fr(S)ra  —f(5) —9(5)  —/fa(5)
I f(S)u ©(S) — 2au b 0
g (S) 2au P(S)—b 0

5(S)Ta 0 0 p2(9)

ot p2(5) = f2(S) — D. Nous commengons par la stabilité locale des points d’équilibre Ey et Es.

Proposition I11.13.
1. Ey est LES si et seulement si p(Sin) < 0 et Sy, < min(Ap, A2).

2. Eo est LES si et seulement si p(Aa) < 0 et Ag < Ap.

Preuve. La matrice jacobienne en Fj est égale a

D —f(Sin)  —9g(Sin)  —f2(Sin)

0 ©(Sin) b 0
Jg, =

0 0 Y(Sin) — b 0

0 0 0 (,02(51'”)

Donc
_Da SO(SML)’ w(szn)_b et SOQ(Szn)

sont les valeurs propres de Jg, et qui sont négatives si et seulement si
©(Sin) <0 et Si < min(Ap, A2).

La matrice jacobienne en Fs est égale a

=D = f3(A2) (Sin — A2) —f(A2) —g(X2) -—D

0 ©(A2) b 0
Jg, =
0 0 $a)—b 0
f3(X2) (Sin — A2) 0 0

Donc
det(Jg, — M) = f3(A2) (Sin — A2) D [p(A2) — Al [(A2) — b — ]

+ AD+ f5(X2) (Sin — A2) + Al [p(A2) = A] [(A2) = b — A]
= [p(\2) = Al [(A2) =0 = AJ [A+ DI [A + f3(A2) (Sin — A2)] -
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D’ou

e(X2), P(A2) =b, —D et — fy(A2) (Sin — A2)

sont les valeurs propres de Jg,. Comme FEs existe si et seulement si S;, > g, alors Ey est LES si
seulement si p(A2) < 0 et Aa < Ap. [ |

Lemme II1.4. E; = (S,4,9,0) est LES si et seulement si S < Ay et les conditions (II1.45) et (I11.46)

sont vérifiées.

Preuve. Nous considérons la quantité totale de matiére dans le chémostat, z = S + u 4+ v 4+ z9 et

Y = (S, u,z2)" alors le systeme (I11.24) est équivalent & un systéme en cascade

{ Z:D(SZ —Z)

Y:(ﬁ(Z,Y),
D(Sin = 8) = f(S)u—g(5) (z = § —u — x2) — f2(S)x2
#(z,Y) = [f(S)—au—D]u+b(z— 5 —u—x2)
[f2(S) — D]z

Comme z = S + 4+ v = Sj, avec 4 = U(S) et v = V(S), donc il suffit de montrer que Y = (5, u,0)’
est un équilibre LES du systéme réduit Y = ¢(Si,,Y). La matrice jacobienne de ¢ en (Sj,,Y) est

—ai1  —ai2  —ai3
JE, = | axn —ma2 b
0 0 ass

avec

ajl = —w(S’) + f,(g)ﬂ +g/(§)@, alp = f(S') — g(g), a1z = f2(‘§’) - g(S)v

i _ g _
as] = f’(S)’fL —b, Moy = —(p(S) +2au+b= —b:zES; +au+b>0 et ag3= (,02(5)

qui est une valeur propre de Jg, strictement négative si et seulement si S < Xo. Les deux autres
valeurs propres de Jg, sont les valeurs propres de la matrice A, définies dans la section 6.1.2 dont les
deux valeurs propres sont a partie réelle strictement négative si et seulement si les conditions (I11.45)
et (I11.46) sont vérifiées. Ce qui achéve la preuve du lemme. |

Dans la suite, nous étudions le comportement asymptotique de ’équilibre E* = (S*, u*, v*, z3) avec
S* =X, u* = U(N\2),v* =V (\a) et 25 = Sip — A2 — H(A2). Notons que z* = Ao + u* +v* + 25 = 5;,,

et la matrice jacobienne de ¢ en (Si, Y™) est

—a11  —ai2  —a13
Jg-=| an  —maa b
ma3iq 0 0
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avec

a1r = = (X2) + f'(A2)u” + ¢ (M)v™ + fa(A)zs,  a1a = f(h2) —g(\2), a3 =—¢(N\2),

ag1 = f'(Ao)u” —b, may = —p(X2) +2au* +b>0 et mg = fo(Aa)xs > 0.

Le polynoéme caractéristique est donné par
P(\) = |Jg — A 1| = coX® + et A2 + o\ + ¢3,
ou I matrice identité d’ordre 3 et
co=—1, c1=—(a11 +ma), c2=—(moai +azai2+aizmz) et c3=mzi(baz — mazai3).
D’apres le critere de Routh-Hurwitz, ’équilibre strictement positif £* est LES si et seulement si

¢ <0, i=0,...,3
c1co — coeg > 0.

Lemme III.5. 1. 1 <0 si et seulement st

—(A2) + g’ (A2)v* + maog +mz1 > — f'(Ag)u’. (IT1.49)
2. c3 < 0 si et seulement si Ay < Aq.

3. co < 0 si et seulement si

—p(A2)(au* +ma1) + [¢' (A2)v* + ma1] maz > —f'(A2)u* (a12 + ma2) . (IT1.50)

4. c1co — cpes > 0 si et seulement si

(ma2 + a11)(magai1 + az1a12) + ar1aizms; + bajamsy > 0 . (ITL.51)

Preuve. Nous pouvons facilement vérifier que ¢; < 0 si seulement si la condition (II1.49) est vérifiée.
D’apres 1’équation (I11.44), on a

baia — mogarz = au*P(Ag)

d’ou c3 est strictement négatif si seulement si Ay < A1. De plus, on a

mo2a11 + a21a12 = M22 [f,()\g)u* + g’()\g)v* + m31] + mogais — baig + CLle/()\Q)U*, (111.52)
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alors ¢ < 0 si et seulement si la condition (II1.50) est vérifiée. Finalement

cica —coes = (a1 + maz)(mae2arr + azia12 + aigmar) — ma1(mazaiz — baiz)

= (@11 + maz)(mazai1 + az1a12) + arraizmay + bajgmsa;
qui est strictement positif si et seulement si la condition (IT1.51) est vérifiée. |

Remarque I11.3. Si \y € I, f'(A2) > 0, alors les conditions (II1.49), (II1.50) et (II1.51) sont vérifiées
et I’équilibre strictement positif £* est LES.

Proposition I11.14.
1. Sidy €I et H'(X2) > —1, alors dés que ['équilibre strictement positif E* existe, il est LES.

2. Si Ay € Jp, alors dés que Uéquilibre strictement positif E* existe, il est instable.

Preuve.

1. Si Ay € T et H'(X\g) > —1, alors Ay < A1 et par le méme calcul que dans les Lemmes II1.2 et

II1.3, nous en déduisons que
—au*1p(A2) + f'(A2)u*(a12 + maa) + g’ (A2)v*maa > 0 . (I11.53)

Puisque —ms311(A2) et ms3imag sont strictement positifs, alors la condition (II1.50) est vérifiée.

En outre, si Ay € I alors a2 > 0 et en divisant I'inégalité (II1.53) par ajs + magz, nous obtenons

*

au mag

—f(M)u* < — Y(A2) + ¢ (A2)v” < =Y(A2) + ¢ (A2)v”

aiz + mag ai2 + mag

car ajg + may = au® + P avec P un terme strictement positif. Ainsi, la condition (III.49) est
vérifiée et ayp > 0. D’apres (I11.52), on a

magai1 + agraiz = f'(A2)u”™ (maz + a12) + ¢’ (A2)v*mag — au*p(A2) + magma

qui est strictement positif d’apres (I11.53). Ainsi, la condition (III.51) est vérifiée et par suite
toutes les conditions du critére de Routh-Hurwitz sont vérifiées et 1’équilibre strictement positif
E* est LES.

2. Si Ao € J, alors A\; < Ag. D’apres le Lemme I11.5, ¢3 > 0 et d’apres le critere de Routh-Hurwitz,

I’équilibre strictement positif E* est instable.
|

6.3 Simulations numériques

Nous nous intéressons, dans cette section, aux changements qualitatifs du comportement asymp-

totique du point d’équilibre strictement positif £* en fonction du taux de croissance de la deuxieme
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I11.6 Etude du modéle avec des taux de croissance non monotones

espece mo et la concentration a I’entrée du chémostat S;,. Nous analysons les bifurcations dans le cas
1o < A1 ou Ao € I puisque les conditions du critéere de Routh-Hurwitz ne sont pas toujours vérifiées.

Nous considérons les taux de croissance f de type Haldane, g et fo de type Monod

mi1S mi2S maS

= 0, 827 t =
Ks+5+% e bp+S © f2 az + 5

f(S)

ottmi =3, Ks=1, K; =12, mia=15, bo=1, D=09, a=b=2, ap=2 et Sin =3.5 .
La Fig. II1.15 (A) montre pour tout Sj, €]\o, uo[, 'existence d’un unique équilibre strictement
positif E* qui est LES pour tout Ay €]\, S avec E7 = (S*,4*,9*,0), Ey et Ey sont instables.
LA Fig. I11.15 (B) montre pour tout S, €]uo, S¢[, I'existence d’un unique équilibre strictement
positif E* qui est LES pour tout Ay €]\, Sy [ avec Efy = (S7y, 49y, 77y,0), By = (S]y, i}y, U7y, 0), Eo
et Ey sont instables.

Fig. II1.16 — Cas C : Si, €]po, ST et Ao €]Sts, o[ : changement de comportement asymptotique : E* est
instable a gauche pour A2 ~ 2.045 et stable a droite pour Ay = 2.25.

Si Ao €]Sy, uo[, alors il existe un unique équilibre strictement positif £* avec E7y est LES et E3,

E5 et Ej sont instables (voir Fig. II1.16). Dans ce cas C, les conditions du critére de Routh-Hurwitz

ne sont pas vérifiées. Pour mg = 1.78, ou encore Ay ~ 2.045 assez proche de Sio ~ 1.758, I’équilibre
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Chapitre III. La floculation et la coexistence

strictement positif E* est un foyer-col, avec une valeur propre réelle strictement négative et deux

valeurs propres conjuguées & partie réelle strictement positive (voir Fig. I11.16 a gauche)

A3~ —4.875,  Ajg = 0.0012 + 0.05564 .

La Fig. 1I1.16 a droite montre que E* change de comportement et devient un foyer attractif pour

mo = 1.7 ou encore Ao = 2.25 dont les valeurs propres sont données par

A3~ —4.015, Ao~ —0.0251 + 0.0552i .

Pour comprendre ce changement de ce comportement asymptotique de E*, nous illustrons les variations
des valeurs propres de la matrice jacobienne évaluée en E*, en faisant varier le parametre mo. En fait,
la matrice jacobienne évaluée en E* admet une valeur propre réelle strictement négative et un pair de

valeurs propres conjuguées

Aj(m2) = a(msa) £if(ms), j=1,2

qui devient purement imaginaire quand mg = m§T!, c’est-a-dire a(mS§"*) = 0 et S(MET) > 0 on
nous vérifions que

do i

d—m2(m2 )>0.
Dans la Fig. I11.17 a gauche, nous illustrons le passage des deux valeurs propres conjuguées du demi
plan négatif vers le demi plan positif en faisant varier le paramétre mo de 1.65 a 1.9, ce qui explique
le changement du comportement asymptotique de E*. Pour des valeurs de mo < mg”“ ~ 1.775, les
deux valeurs propres conjuguées sont a partie réelle strictement négative et pour mo > mg”ﬂ, les

deux valeurs propres conjuguées sont & partie réelle strictement positive (voir Fig. IT1.17 & droite).
B(mz)

. a(mz)
.'-. 0.04 A\)\ 1 >

0,05+

-
hd 0
a(ms) o
-0.06 -0.04 -0,02 o 0,02 0,04 0,06 1,70
-

-0.054""

.0

.°. -0,04| /:
... 2
A e

Fig. IT1.17 — Cas C : variation des deux valeurs propres conjuguées de la matrice jacobienne en E* en fonction
de mo.

-0,10-

Nous illustrons dans la Fig. II1.18, les valeurs asymptotiques des solutions S, z1 et x5 en fonction
de ma. Pour mg < mzcml, les trajectoires convergent vers E* qui est un foyer attractif. Ensuite, il
change de comportement et devient un foyer répulsif avec une bifurcation de Hopf super-critique [39]

et les trajectoires convergent vers un cycle limite pour tout mg €]mS§™*!, m$™#2[, dont le rayon devient
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Fig. IT1.18 — Cas C : courbes des valeurs asymptotiques de S, z1 et x2 en fonction de m2 qui montrent les cycles
limites avec une bifurcation de Hopf super-critique et une bifurcation de Bogdanov-Takens.

de plus en plus grand jusqu’a la valeur critique mzc’"m ~ 1.790 ou le cycle limite passe par ’équilibre
E{, qui est un col avec une bifurcation de Bogdanov-Takens [39] (voir Fig. I111.19). Enfin, pour tout
mo > mg"m, les trajectoires convergent vers E7} oil il y a exclusion compétitive de la deuxiéme espece.

Dans la Fig. II1.19 a gauche, nous illustrons la bistabilité en dimension trois, pour mo = 1.7, avec
convergence soit vers 1’équilibre E* ~ (2.25,0.716,0.533), soit vers I'équilibre F3y ~ (1.184,2.315,0).
La Fig. IT1.19 au milieu montre la bistabilité avec deux bassins d’attraction, pour mg = 1.78, le premier
vers le cycle limite et le deuxiéme vers 1’équilibre Ef‘l. La Fig. I11.19 & droite montre, pour mg = 1.792,

la convergence vers I’équilibre E7y pour toute condition initiale strictement positive.

L Y5

ol [ ( 1e]

A
Ell Lo 024
E)® S
ST T T e AT P S e ) S AN S
EO .8 ) 18 2 22 24 EO 14 16 18 2 22 24 EO 14 16 18 2)\22 24

X1 x1 T 1o

A A
Ell, 02 E11 |

Fig. IT1.19 — Cas C : bifurcation de Hopf super-critique et bifurcation de Bogdanov-Takens : bistabilité, coexistence
et cycle limite.

Dans la suite, nous considérons le comportement asymptotique des points d’équilibre dans le cas D
oit S, = 3.65 > S{™ ~ 3.61 (voir Fig. I11.20 4 gauche). La Fig. IT1.20 au milieu, montre la coexistence
et les oscillations de méme amplitude au cours du temps pour mg = 1.95 (Ag ~ 1.714) et les conditions
initiales

5(0) =18, wu(0)=15 v(0)=15 et x2(0)=0.6.
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La Fig. II1.20 a droite, montre la convergence vers un cycle limite pour toute condition initiale stric-

tement positive ou E* ~ (1.714,1.814,0.121) est un foyer-col avec Ej et Fy sont instables.

28
26
244
224

184
16
144
124

084

064
04+

024

R R e d
100 200 300 400 S0 600 700 800 900 1000 yo 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2 22 24

)
Temps 1

-1- Fig. I11.20 — Cas D : S;,, > ST et Ny € 1. Cycle limite avec coexistence.

Ensuite, en faisant varier le parametre mo, I’équilibre E* change de comportement et devient un
foyer attractif pour mg = 1.8 (Ay = 2) (voir Fig. II1.21 & gauche). La Fig. II11.21 au milieu, montre
la coexistence et la convergence vers E* ~ (2,1.28,0.369) au cours du temps pour la méme condition
initiale que la Fig. II1.20 au milieu. La Fig. IT1.21 & droite montre la convergence vers E* pour toute

condition initiale strictement positive ou Ey et Eo sont instables.

LPL O A A e e s s 4
T T T T T T T T T J T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 “E 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24

0 .
Temps 1

e Fig. I11.21 — Cas D : coexistence et convergence globale vers E*.

Pour comprendre ce changement de comportement asymptotique, nous étudions les variations des
valeurs propres de la matrice jacobienne en E*. Les simulations numériques montrent qu’elle admet
une valeur propre réelle strictement négative et les deux autres sont conjuguées qui passent du demi
plan négatif vers le demi plan positif. Ensuite, elles reviennent vers le demi plan négatif (voir Fig.
II1.22 & gauche). La Fig. I11.22 a droite montre que la partie réelle des deux valeurs propres est
strictement négative pour meo €]1.655, m§TH UlmS T2, 2.45] avec m§TH ~ 1.863 et m§T*? ~ 2.086,
ot I'équilibre E* est un foyer attractif. Pour my €]m$™ m§"#2[, la partie réelle des deux valeurs

propres conjuguées est strictement positive et 1’équilibre E* est un foyer-col.
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Fig. II1.22 — Cas D : double bifurcation de Hopf super-critique : variation des deux valeurs propres conjuguées
de la matrice jacobienne en E* en fonction de meo.

Nous illustrons dans la Fig. I11.23 les valeurs asymptotiques des variables S, x1 et xo en fonction
de msy. Pour my < m§™1, les solutions du systéme (I11.24) convergent vers 1’équilibre E* qui est un
foyer attractif. Ensuite, il y a une bifurcation de Hopf super-critique avec apparition de cycles limites

pour my €Jm§T m§T#2[ o 'équilibre E* devient un foyer-col. Finalement, il y a une deuxiéme

bifurcation de Hopf super-critique ou 1’équilibre E* revient un foyer attractif pour mo > m§”t2.

S x1 )

2
| H“ll .....
T T y T T m2 o T T T T T m2 T Tt |II'\ --------- m2
7 18 14 20

T
17 18 19 20 21 22 17 18 14 20 at 22 1 a1 22

Fig. IT1.23 — Cas D : courbes des valeurs asymptotiques de S, x1 et x2 en fonction de m2 qui montrent les cycles
limites avec une double bifurcation de Hopf super-critique.

La Fig. II1.24 montre la double bifurcation de Hopf super-critique dans 1’espace (S,z1,z2) de
dimension trois et la convergence pour toute condition initiale strictement positive soit vers I’équilibre
strictement positif E* soit vers un cycle limite en faisant varier le taux de croissance maximal de
la deuxiéme espeéce mgy. Pour ms = 1.83, toutes les trajectoires convergent vers E*. Ensuite, pour
mgo = 1.875, toutes les trajectoires convergent vers le cycle limite dont le rayon devient de plus en
plus grand jusqu’a un rayon maximal pour ms = 1.95. Enfin, le rayon devient de plus en plus petit
(mg = 2.05) jusqu’a la deuxieéme bifurcation de Hopf ou I’équilibre change de comportement et devient
un foyer attractif pour mo = 2.1 et les trajectoires convergent vers E* pour toute condition initiale

strictement positive.
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mo = 1.875

mo = 1.95
mg = 2.05
mo = 2.1

1

Fig. I111.24 — Cas D : double bifurcation de Hopf super-critique avec cycle limite pour divers valeurs de ms.

6.4 Dépendance du taux de croissance des bactéries isolées et des flocs

Dans la suite, nous étudions le modele (I11.24) avec un taux de croissance g des bactéries en flocs

non monotone. Nous supposons que
g(S) = f(KS)

avec K un parameétre qui varie entre zéro et un, c’est-a-dire les bactéries en flocs consomment le
substrat disponible avec le méme taux de croissance spécifique que les bactéries isolées puisqu’elles
sont de la méme souche. Mais, ayant un moins bon acces au substrat que les bactéries isolées, nous
considérons que la concentration en substrat apparente pour les bactéries en flocs doit étre corrigée,
par exemple d’un facteur multiplicatif K plus petit que un.

Nous étudions les bifurcations suivant le parametre K du modele (II1.24) qui est équivalent au

modele classique du chémostat (I.1) lorsque K = 1. Nous supposons que
H11 : La fonction fa(-) est strictement croissante et vérifie fo(0) = 0. De plus, I’équation fa(S) = D

admet une unique solution As.

H12 : La fonctions f(-) est positive, non monotone et vérifie f(0) = 0. De plus, I’équation f(S) = D

admet deux solutions Ag et pg avec Ag < .

Notons

2]
M=ot =

qui vérifient g(A1) = g(p1) = D. Ainsi, \g < A1, po < p1 et A\p < pp. Par conséquent, il y a deux cas
possibles

)\0<)\1<M0<M1 ou )\0<u0<)\1<,u1.

Notons les points d’équilibre d’extinction de x5 par

B} = (S},U(S1),V(S1),0) et EY = (S{,U(SY),V(S}),0)
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I11.6 Etude du modéle avec des taux de croissance non monotones

La Fig. II1.25 a gauche illustre le cas A\g < A1 < po < w1 et au milieu montre I’existence d’un unique
équilibre E* LES, pour tout Ao €]Ag, S}[, ott By, Fa, Ef et E! sont instables. La Fig. T11.25 & droite
montre 'existence d’un unique équilibre E* instable tel que F» et ElA sont LES avec Fj et E" sont

instables.

0,54
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|
2
Ao A1 140 1

Fig.III.25*C&SI:)\0<)\1</L0<M1IAQEIOU)\QGJb‘

La Fig. I11.26 & gauche illustre le cas A\g < po < A1 < p1 et au milieu montre 'existence deux
équilibres d’extinction de 2, E7y et Ef,, pour tout Si, €]uo, S¢"#[. En outre, il existe un unique
équilibre E* LES pour tout Ao €]po, Siy[ ott Eg, Fa, E7y et E7, sont instables. La Fig. I11.26 & droite
montre Pexistence deux équilibres d’extinction de za, EY| et Et,, pour tout S;;, > SZC it Ainsi, il existe

un unique équilibre E* instable, pour tout Ag €]S1;, Si5[, ot Ey et El, sont instables et Ey est LES.

1

204

10 15 20

Ao po >5\1 A2 1

Fig.III.26*03822A0<,U¢0<>\1<,U,12)\26[0U>\2€J{;.

Nous retrouvons ainsi le résultat classique du chémostat avec des taux de croissance non monotones
[9], ot dans certains cas le systéme présente une bistabilité et selon la condition initiale au plus une
des deux especes gagne la compétition. En faisant varier K de un a zéro, il y a apparition d’un
unique équilibre de coexistence qui est LES et tous les autres points d’équilibre sont instables. D’ou
I'importance de la floculation pour inhiber la croissance de ’espéce la plus compétitive et permettre

a autre espéce de coexister.
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7 Etude du modéle de floculation d’une espéce

Dans cette section, nous étudions ’existence et la stabilité locale des points d’équilibre du modele
de floculation (II1.4), sans supposer que la dynamique de floculation et de défloculation est plus rapide

que la croissance des especes. Nous rappelons que ce modeéle s’écrit

S = D(Sin—S) = f(S)u—g(S)
w = [f(S)— Dolu—a(u+v)u+bv (ITL.54)
= [9(S) = Di]v+a(u +v)u —bv

ou Dy et D désignent, respectivement, le taux de prélevement des bactéries isolées et des bactéries
en flocs tel que D1 < Dy < D, f(S) et g(S) représentent, respectivement, le taux de croissance des
bactéries isolées et des bactéries en flocs. Nous supposons que les bactéries isolées et les bactéries en
flocs peuvent s’agréger ensemble et former un nouveau floc avec un taux a(u 4 v)u, ot a > 0 est une
constante, et les flocs peuvent libérer une bactérie isolée, avec un taux bv, ou b > 0 est une constante.

Nous supposons que les taux de croissance satisfont ’hypothese suivante :
H13 : Les fonctions f et g sont strictement croissantes pour tout S > 0 et vérifient f(0) = ¢g(0) = 0.

Nous supposons que les bactéries en flocs ont un moins bon acces au substrat que les bactéries isolées,

ce qui se traduit par une vitesse spécifique de croissance moindre.
H14 : f(S) > g(S) pour tout S > 0.

Si les équations f(S) = Dg et g(S) = Dy admettent des solutions, on prend
Ao = fﬁl(Do) et M\ = gil(Dl).
Sinon, on prend A\, = +o00, kK = 0, 1. Le résultat suivant démontre que le modele est bien défini :

Proposition III.15. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme (II11.5]) restent

positives et bornées pour tout t > 0.

Preuve. Soit S(0) > 0, dés qu’il existe un premier temps ¢ty > 0 tel que S(t9) = 0, nous obtenons
S(tg) = DS;, > 0. D’ott S(t) > 0 pour tout t > to. Comme S(t) > 0 pour tout t € [0,to], donc
S(t) = 0 pour tout ¢ > 0. Soit v(0) > 0, dés qu’il existe un premier temps ¢ tel que v(tg) = 0, on a

U(to) = auQ(to) > 0.

D’ou v(t)

0 pour tout ¢t > tg. Comme v(t) > 0 pour tout ¢t € [0, %], donc v(t) = 0 pour tout ¢ > 0.
Soit u(0) > 0

Vv

, deés qu’il existe un premier temps to tel que u(tg) =0, on a

d(to) = bv(to) 2 0.
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D’ou u(t) > 0 pour tout ¢ > to. Comme u(t) > 0 pour tout ¢ € [0,tp], donc u(t) > 0 pour tout
t > 0. Par conséquent les solutions restent positives. Pour montrer qu’elles sont bornées, nous faisons

la somme des trois équations du systéme (II1.54). Nous obtenons

D
5(£) = DSim — DS() — Dou(t) — Dyv(t) < DSim — D1S(#) — Dyu(t) — Dyv(t) = Dy {Dsm _ z(t)} .
1
D’apres le lemme de Gronwall, on a
D D
2(t) < =-Sin + [2(0) — =Sin]e P1t pour tout ¢ > 0.
Dy Dy
Nous en déduisons que
D
z(t) < max (2(0), DSm> pour tout t > 0.
1
Par conséquent, les solutions sont bornées. |

7.1 Existence des points d’équilibre

Dans la suite, nous étudions I'existence des points d’équilibre du systeme (II1.54). II faut résoudre

le systeme

D(Sin = 8) = f(S)u+g(S)v
0=1[f(S) — DoJu — a(u+v)u+bv (II1.55)
0=1[9(S) — DiJv + a(u + v)u — bv.

Notons

@(S) = f(S) = Do et (S)=g(S)— D1

En faisant la somme de la deuxiéme et la troisiéme équation du systéme (II1.55), nous obtenons

P(S)u+y(S)v =0. (I11.56)

Cette équation admet des solutions strictement positives u et v si et seulement si ¢(S) et ¥(.S) sont de
signes opposés, c’est-a-dire si S est compris entre A\g et A;. Il faut donc chercher les solutions (S, u, v)
du systeme (II1.55) telles que S est compris entre A\g et A;. Dans ce cas ¢(S) # 0 et I’équation (II1.56)

s’écrit

__els),
T Tue)" (I11.57)
Dans la suite, nous notons par
U(s) = 2Win = S1P(S) V() = DiSin = S)elS)

Doyp(S) — D1p(S)’ D1p(S) — Dotp(S)
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7.1.1 Lecasa=b=0

Ce cas se réduit tout simplement au modele classique de compétition de deux espéces microbiennes
pour lequel le PEC a lieu. En effet, de la deuxiéme équation de (II1.55), nous déduisons u = 0 ou
S = Ao et de la troisieme équation, nous déduisons v = 0 ou S = A;. Plus précisément, nous avons le

résultat suivant :

Lemme II1.6. Dans le cas générique ou \g # \1 le systéme (1I11.54), avec a = b = 0, posséde au plus
trois points d’équilibre :

— Le lessivage, Ey = (Sin,0,0), qui existe toujours.

— L’équilibre d’extinction de v, E1 = (Ao, u*,0) avec u* = U(\g), qui existe si et seulement si
Ao < Sin.

— L’équilibre d’extinction de u, Ey = (A1,0,v") avec v* = V(A1), qui existe si et seulement si
A < Sin.

De plus, si A\g < A1 < 5, alors E; est stable et Eo est instable et si A\ < Ay < S;, alors c’est
FE»5 qui est stable et Fq qui est instable. C’est donc I’espece qui a le plus petit seuil de rentabilité \;,

1= 0,1, qui survit et 'autre s’éteint.
71.2 Lecasa=0etb>0

Lorsque a = 0, le systeme (II1.55) s’écrit

D(Sin — 5) = f(S)u+g(S)v
0=1[f(S) = DoJu+ bv (IIL.58)
0= [g9(S) — Di]v — bu.

La troisieme équation de (II1.58) s’écrit
»(S)v —bv = 0.
Soit v = 0, soit ¥(S) = b. Si I’équations ¥(S) = b admet une solution, on peut prendre
Ao =¥ 1(b).

Sinon, on peut prendre A\, = +00. Si v = 0, alors de la deuxiéme équation de (II1.58), nous déduisons
u=0o0uS = Ag. Si u=0v =0, alors de la premiére équation, nous avons S = S;,,. Siv =0et S = Ay,
alors de la premiere équation nous déduisons

D(Sm — )\0)
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qui est strictement positif si et seulement si Ay < S;,. Si v est non nul et S = Ay, alors de la deuxiéme

équation de (II1.58), nous déduisons que u est non nul et
©(Ap)u + bv = 0.

Cette équation admet des solutions strictement positives u et v si et seulement si A\, < Ag. En faisant la
somme de la deuxiéme et la troisieme équation du systéeme (II1.58), nous obtenons ’équation (II1.56)
qui admet des solutions strictement positives u et v si et seulement si A\, est compris entre Ay et Aj.
En faisant la somme de la deuxiéme et la troisieme équation du systeéme (I11.58), la premiere équation
s’écrit

D(Sin — A\p) = Dou + Dyv.

En remplagant v par son expression (II1.57), nous obtenons

) = Dou— D 2w Dot(A) — Dip()
DlSin =) = Do =By, 90

Dot u = U()\y) et de I’équation (II1.57) nous déduisons que v = V(\p) qui sont strictement positifs

si et seulement si A\] < Ap < Ag et \p < 5;,,. Par conséquent, nous pouvons énoncer le

Lemme IIL.7. Le systéme (I11.54) avec a =0, b > 0, admet au plus trois équilibres :
— Le lessivage Ey = (Sin,0,0) qui existe toujours.
— L’équilibre d’extinction de v, By = (Ao, u*,0) avec u* = U(X\y), qui existe si et seulement si
Ao < Sin.
— L’équilibre strictement positif, E* = (S*,u*,v*) avec S* = Ny, u* = U(N\y) et v* = V(N\y), qui
existe si et seulement si Ay < Ap < Ag et A\p < Sin.

7.1.3 Lecasa>0etb>0

Si u = 0, alors de la deuxiéme équation de (I11.55), nous déduisons v = 0. Si v = 0, alors de la
derniére équation de (II1.55), nous déduisons u = 0. D’ol1 on ne peut pas avoir de points d’équilibre
d’extinction de u ou v. En remplagant v par son expression (II1.57) dans la deuxiéme équation du

systeme (II1.55), nous obtenons

p(S)(1(5) = b)
alpp(5) — o(S)]

u="Ui(S) avec Ui(S)= (II1.59)

Notons que u défini par (II1.59) est strictement positif si et seulement si

A< S <A ou A <S8 <min(Ap, Ao).
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Nous définissons pour cela I'intervalle I par

I— ])\0, )\1[ si Ag < A\t
]Al,min(/\b,)\o)[ si A1 < Ap.

Nous devons chercher les solutions du systeme (II1.55) telles que S € I. En remplacant u par (I11.59)

dans (II1.57) nous obtenons

v="Vi(S) avec Vi(S)=— P(5)((S) ~ b)

al(S) — o(9)](S)” (I11.60)

En faisant la somme des trois équations du systéme (II1.55) et en remplacant u et v par (II11.59) et
(IT1.60) nous obtenons
D(SZ — S) = Dou+ Div = H(S)

avec

_ (8)((S) — BIDy(S) — Dip(S)
R 7 e () ) B (tL.61)

De I'équation D(S;, —S) = H(S), nous déduisons que

p(S)((S5) =b) _ D(Sin — S)p(S5)

al(S) = ¢(S)]  Do(S) — Dip(S)”

Par conséquent, les expressions (II11.59) et (II1.60) s’écrivent aussi

Nous avons donc établi le résultat suivant :

Lemme II1.8. Le systéme (I11.54), avec a > 0 et b > 0 admet les points d’équilibre suivants :
— Le lessivage Ey = (Sin,0,0) qui existe toujours.
— L’équilibre strictement positif, E* = (S*, u*,v*) avec S* solution de l’équation
D(S;, — S)=H(S), u* =U(S*) et v* = V(S*) qui existe si et seulement si S* € I.

Dans la suite, nous étudions les points d’équilibre strictement positifs du systeme (II1.54). Chaque
solution de I’équation
D(Siy, —S)=H(S) (I11.62)

appartenant a l'intervalle I donne lieu & un équilibre strictement positif du systeme. Il est a noter que

J' (¥ — b)yp[Dop?® — 2D1pt) + D19?] + ¢'p[bDotp* — Doip?p 4+ D1p(bp + 1h? — 2b1p)]
a(y — )22

H'(S) =
(I11.63)
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Dans le cas A\g < A1, le signe de H'(S) peut étre positif ou négatif pour S € I (voir Fig. II1.27). Dans
le cas A1 < Ao, H'(S) < 0 sur I =]A;, min(\y, \o)[, puisque (D1 — Do) (S)1?(S) > 0. Par conséquent,
la fonction H(-) est décroissante sur I (voir Figs. I11.28 et I11.29).

Dy

Fig. IT1.27 — Le cas Ao < min(A1, Sin) : (a) Existence d’un unique équilibre strictement positif. (b) Existence de
trois équilibres strictement positifs.

1(8)
Po | 9(5) DSin
\
D, |
b |

Fig. II1.28 — Le cas A1 < Ao < X : Existence de deux points d’équilibre strictement positifs et bistabilité pour
Sin < min()\o, )\b)

Par conséquent, I’équation (I11.62) peut avoir plusieurs solutions dont le nombre est génériquement
impair dans le cas A\g < A1 ou A1 < A\g < Sy, (voir Figs. II1.27 et I11.29 (b) - (c)) et pair dans le cas
A1l < Sin < Ao (voir Figs. I11.28 et 111.29 (a)).

Dans le cas \g < A1, la fonction H(-) est définie et strictement positive sur Uintervalle I =]\, \1]
car ¢(S) > 0 et ¥(S) < 0 pour tout S €]\, A1]. De plus, elle s’annule en \g et tend vers 'infini en A;.

Nous avons le résultat suivant :

Proposition III.16. Si \g < min(\1, Si,), alors il existe au moins un équilibre strictement positif
E*. Génériquement, il y en a un nombre impair. St Sip < Ao < A1, alors il n'existe aucun équilibre

strictement positif.

93



Chapitre III. La floculation et la coexistence

(a) (c)

Dsin

E***
I o g .S og

i i i
|
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
\ \ \ s
A1 Sin Ao A1 Ao Sin A1 Ao Sin

Fig. II1.29 — Le cas Sin < min(A\o, As) : Il n’existe aucun points d’équilibre strictement positif (a). Le cas
Sin > min(Ag, Ap) : Existence d’un (b) ou trois (¢) équilibres strictement positifs.

Dans le deuxieme cas A\; < Ao, la fonction H(-) est définie et strictement positive sur l'intervalle
I =]\, min(Ag, Ap)[ car ¢(S) < 0et 0 < 1(S5) < bpour tout S €A1, min(Ag, Ap)[. De plus, elle s’annule

pour S = min(Ag, Ap) et tend vers U'infini en A\;. Nous avons le résultat suivant :

Proposition III.17. Si A\; < min(X\g, \y) < Sin, alors il existe au moins un équilibre strictement
positif. Généralement, il existe un nombre impair d’équilibres strictement positifs. Si S, < min(Ag, Ap),
alors soit il n'existe aucun équilibre strictement positif, soit il existe génériquement un nombre pair

d’équilibres strictement positifs.
Proposition ITI.18. Soient E* = (S* u*,v*) et E** = (5™, u**, v**) deux équilibres strictement
positifs de (I11.54) tels que S* < S**.

1. Si Ny < A1, alors u* > u™* et v* < 0™, c’est-a-dire que U’équilibre E* favorise la biomasse libre

u et I’équilibre E** favorise la biomasse attachée v.
2. 8i A < Ao, alors u* < u* et v* < v, clest-d-dire que I'équilibre E* favorise simultanément les
deuz biomasses u et v.
Preuve. Nous montrons que

1. SiAg < A1, alors U(+) est strictement décroissante sur 1N]0, S, [ et Vi(+) est strictement croissante

sur [.
2. Si A\ < A, alors Uy (+), V(+) et Vi(+) sont strictement décroissantes sur 1N]0, S;y|[.

En effet, nous avons

—(Doyp — D1¢) — ¢'D1¢(Sin — S) + f' D11p(Sin — 5)
(Dot — D1p)? ’

U'(S) =D

et
=) +g'p(b— )

UiS) =
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Par conséquent, si Ao < Ay, alors U’(S) est strictement négative sur INJ0, Si,[ et si Ay < Ao, alors
U{(S) est strictement négative sur I.

Par ailleurs, nous avons

vay .y —(D1p — Dotp) — f'Dotp(Sin — S) + g'Dop(Sin — S)
vi§)=b (Drp — Dot)? ’
v =L@ = b)](2¢ — ) + g'0* (¢ —b)(2¢ — )
= (i - o3 |

Si Ao < A1, alors V/ () est strictement positive sur I et si A\; < Ag, alors V'(.9) est strictement négative
sur IN]0, Sin[ et V/(S) est strictement négative sur I.

Par conséquent, si A\g < A; alors

uw=U(S")>u" =U(S") et v"=V(S") <v™ =V (S).
Par ailleurs, si A\ < Ag alors

u* =U(S*) >u™ =Ui(S™) et 0" =V(S")>v™ =V(5).

Ce qui achéve la preuve de la proposition. |

Vi(S)

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
| S
A

Ao S* Sin A1 Ao S* Sin 1

Fig. II1.30 — Le cas Ao < A1 : Sur la gauche, U est strictement décroissante. Sur la droite, V; est strictement
croissante.

La Fig. IT1.30 illustre le cas A\g < A1 ou la fonction U est strictement décroissante sur IN]0, Sy, [ et
la fonction Vj est strictement croissante sur I. La Fig. II1.31 illustre le cas A1 < Ag ou les fonctions
Ui, V et V} sont strictement décroissantes sur 1N)0, S;,[. Ces figures montrent que la solution S* est
donnée par lintersection entre la droite d’équation y = D(S;, — S) et la fonction H ou encore par

I'intersection des fonctions U et Uy ou des fonctions V et V.
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> S
A1 S Sxx Eo Ao

Fig. IT1.31 — Le cas A1 < Ao : Sur la gauche, U; est strictement décroissante. Sur la droite, V' et V; sont strictement
décroissantes.

7.14 Lecasa>0etb=0

Lorsque b = 0, le systeme (II1.55) s’écrit

D(Sin — 8) = f(S)u+g(S)v
0= (f(S)— Do)u—a(u+v)u (I11.64)
0=(9(S)— Dy1)v+a(u+v)u.

Noter que dans le cas b = 0, 'expression (II1.61) de H(S) se simplifie et devient

P(S)Doth(S) — Dip()]

HS) = == (5) — o(5)

(I11.65)

Par ailleurs Ay = A1. Par conséquent, I'intervalle I est vide dans le cas Ay < Ag. La deuxiéme équation
de (I11.64) s’écrit
o(S)u — a(u + v)u = 0.

Soit u = 0 et dans ce cas de la derniere équation nous déduisons 1(S) = 0, c’est-a-dire S = A; et de
la premiere équation v = V(A1) qui est strictement positif si et seulement si A\; < S;;,. Soit u est non

nul et en faisant le calcul précédent, nous obtenons
l)(SZ - S) = Dou + Dyv = Dyu — Dlgu.

Dot u = U(S) et v = V(S) qui sont strictement positifs si et seulement si \g < S < A; avec S

solution de I’équation D(S;, — S) = H(S). Par conséquent, nous avons

Lemme II1.9. Le systéme (111.54), avec a > 0 et b =0 admet les points d’équilibre suivants :

— Le lessivage Ey = (Sin,0,0) qui existe toujours.
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— L’équilibre d’extinction de u, Fo = (A1,0,v*) avec v* = V (A1), qui existe si et seulement si
A1 < Sin.

— L’équilibre strictement positif E* = (S*,u*,v*), avec S* solution de l’équation D(S;, — S) =
H(S), u* =U(S*) et v* =V (S*) qui existe si et seulement si \g < S* < A1 et S* < Siy.

Nous considérons, dans cette section, que le cas A\g < Aj puisque c’est une condition nécessaire
d’existence d’équilibre strictement positif. La fonction H(-) est définie et strictement positive sur
Pintervalle I =]Ag, A1[ car ¢(S) > 0 et ¢(S) < 0 pour tout S €]Ag, A1[. De plus, elle s’annule en Ay et
H(\) = L1o(\). Daprés (I11.63), la fonction H' s’écrit pour b = 0,

f'(Doy? — 2D1pv + D19?) + ¢'¢*(D1 — Do)

H'(S) = PO . (I11.66)

qui peut étre de signe positif ou négatif pour S € I (voir Fig. 111.32).

S

Ao A1 Sin Sin Sin

Fig. I11.32 — Le cas Ao < A1 avec b = 0 : Existence d’un ou deux équilibres strictement positifs.

La Fig. II1.32 a gauche montre 'existence d’un unique équilibre strictement positif pour tout
Sin €] Ao, S*m[ avec

1
Sin = A1 + BH()\l) (111.67)

La Fig. I11.32 a droite montre 'existence de deux points d’équilibres strictement positifs pour tout
Sin €]Sin, S‘m[ ot S, est la valeur maximale de S;, pour laquelle la courbe de la fonction H (+) est

tangente & la droite d’équation y = D(S;, — S).

Proposition ITL1.19. Soient E* = (S* u*,v*) et E** = (5™, u**, v**) deux équilibres strictement
positifs de (II1.54) tels que S* < S*, alors u* > u*™* et v* < v**, c’est-a-dire que ’équilibre E*

favorise la biomasse libre u et I’équilibre E** favorise la biomasse attachée v.

Preuve. Comme Ay < A; et les fonctions U et V' ne dépendent pas de b, alors d’apres la preuve de la

Prop. II1.18, U(+) est strictement décroissante sur IN]0, S, [. De plus, Vi () est strictement croissante
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sur I. En effet, nous avons

1202 _ 1, 42 o N — , 22 B
U{(S)zw et V{(S) = frow( @Dawsoz;)gz:;(w )

Ainsi, U{(S) est de signe quelconque sur I et V/(S) est strictement positive sur I. Par conséquent,

w=U(SY) > u™ =U(S™) et v =T(S7) <v™ = Vi(S™).

7.2 Stabilité des points d’équilibre

Nous proposons dans la suite I’étude de la stabilité locale des points d’équilibre du systeéme (II1.54).

La matrice jacobienne en (S, u,v) du systéme (I11.54) est donnée par :

=D — f(S)u—g'(S)v —f(S) —g(8)
J= f'(S)u ¢(S) — a(2u +v) —au+b
g (S a(2u + v) W(S) + au—b

A Téquilibre de lessivage Ey = (Sin,0,0), cette matrice s’écrit

—D —f(Sim) —9(Sin)
JEO = 0 gD(Sz ) b
0 0 Y(Sin) — b

Les valeurs propre sont —D, ¢(S;,) et ©¥(Si,) — b. Ces valeurs propres sont strictement négatives si et

seulement si S;, < Ag et S;, < Ap. D’otl, nous obtenons le résultat suivant pour tout a > 0et b >0 :
Proposition II1.20. Ey est LES si et seulement si Sy, < Ao et Sip < Ap.

Dans la suite, nous étudions le comportement asymptotique local des points d’équilibre du systéme
(IT1.54) dans lescasa =0et b>0;a>0et b>0;a>0et b=0.

721 Lecasa=0etb>0

Proposition II1.21. E; est LES si et seulement si \g < Ap.

Preuve. La matrice jacobienne en Ej = (Ao, u*,0) avec u* = U()\g) est égale a

—D — f'(Mo)u* —f(Ao) —g(No)
J1 = f'(No)u* 0 b
0 0 ¥(ro)—0
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Donc 9(\g) — b est une valeur propre de J;. Les deux autres valeurs propres de Jy sont les valeurs
propres de la matrice
=D — f'(Ao)u™ —f(No)
I (Zo)u* 0

Nous avons
det A = f()\())f/(/\o)u* > 0, trA=—-D — f/()\())u* < 0.

Par conséquent, les deux valeurs propres de A sont & partie réelle strictement négative. Nous déduisons
que F1 est LES si et seulement si Ag < Ap. |

Proposition I11.22. Dés que [’équilibre strictement positif E* existe, il est LES.

Preuve. Nous rappelons que I'équilibre E* = (S*, u*,v*) avec S* = Xy, u* = U(Np) et v* = V(\p),

existe si et seulement si A1 < Ay < Ag et A\p < 5. La matrice jacobienne en E* est égale a

—mi1 —miz —mi3
JE- = | ma1 —ma b
mai1 0 0

ou
mi1 =D+ f(S)u" + ¢ (S*)v*, mi2= f(S*), miz=g(S"),

mo1 = f/(S*)u*, mao = —p(S*) et ms =g (S

sont strictement positifs puisque S* €]A1, Ag[. Le polyndme caractéristique est donné par
P(\) = |Jg — A I| = coX3 + 1 A2 + o\ + ¢3,
ou I matrice identité d’ordre 3 et
co=—1, c1=—(mi1+ma), c2=—mizmor —mizma —mumaz, c3=—mzi(bmiz+mizmaz)

sont strictement négatifs. D’apres le critere de Routh-Hurwitz, ’équilibre strictement positif E* est

LES si et seulement si
{ ¢ <0, i=0,...,3

cico — coes > 0.

Nous avons
2 2
€102 — €OC3 = M11M12M21 + M11M13M31 + M Mag + MaoMmiaMa1 + M11M59 — M31bmya.
Comme b = ¥(\p) = m13 — D1, alors en remplagant mq; par son expression nous en déduisons

ms1(miimis — bmiz) = mgimasz(D — mya) + ms1 Dimia + msymas[f'(S*)u* + ¢'(S*)v*]
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qui est strictement positif puisque mi2 = f(Ap) < f(Ao) < D. Par conséquent, toutes les conditions

du critere de Routh-Hurwitz sont vérifiées. [ |

7.2.2 Lecasa>0etb>0
La matrice jacobienne en E* = (S*, u*, v*) est égale a

—mi1 —mi2 —Mmi3
JE< = | mo1 —ma2 ags

m3i1 m32 —ms3s3

mi1 = D+ f'(S")u" + ¢'(S")v*,  miz = f(S), muz = g(S"),
mor = f/(S*)u*, mag = a(2u* +v*) — p(S*), a3 =b— au’,
mz1 = ¢ (S*)0*, mszs = a(2u* +v*) et m3z =b—au* —P(S").
D’apres la deuxiéme équation du systéeme (II1.55), nous avons
©(SM)u* — a(u* +v*)u* +bv* = p(S*)u* — a(2u* +v*)u* + a(u®)? + bv* = —maosu* + a(u*)? + bv* = 0.
D’ou
,U*
mas = au® +b7 > 0.
u

D’apres la troisieme équation du systeme (II1.55), nous avons

Y(S*W* + a(u* 4+ v*)u — bv* = —mgzv* + a(u*)? = 0.

Et donc,
ut 2
ma33 = a( U*) > 0.
Ainsi, tous les m;; sont strictement positifs pour tout 4,5 =1,...,3 avec (7,5) # (2,3). Le polyndme

caractéristique est donné par
P\ = |Jgs — A 1| = coX + 1A% + o\ + s,
ou I matrice identité d’ordre 3 et
co=—1, c1=—(mi1tmoatmsz), c2=—miama1—mi3ma1+maaaz3—(mi1maz-+miimaz+maamss),

c3 = —mq1(maamas — Ma2ag3) — mai(migmss + maamis) — msi(mizags + mizmaz).

100



I11.7 Etude du modeéle de floculation d’une espéce

D’apres le critére de Routh-Hurwitz, 1’équilibre strictement positif £* est LES si et seulement si

¢ <0, 1=0,...,3
ci1co — coeg > 0.

Nous avons le résultat suivant :
Lemme II1.10. ¢ <0, ¢1 <0 et co < 0.

Preuve. Nous avons ¢y = —1 < 0. Comme my; > 0,7 =1,...,3, alors ¢; < 0. Nous avons
c2 = —migma — migmg1 — mi1 (Ma2 + m33) + Mmagazs — Mmaoms3.
En remplagant u* par U;(S*) et v* par V;(S*), nous obtenons
m32as3 — maamaz = p(S*) [P(S*) — b].

Si A\g < A1 cette quantité est négative et nous en déduisons donc que co < 0. Par contre si A\g > Ay,
©(S*) (¢(S*) — b) peut changer de signe. Pour déterminer le signe de c2 nous observons alors que
*

mae + m33 = au® + b% +b—au" —(S*) = b% +b—(S7).

Nous en déduisons que

*

Co = —Mi12M21 — M13M31 — M11 b% +b— ’lﬁ(s*) + (p(S*) (w(S*) — b) (111.68)

*

= —Mmi2Ma1 — M13M31 — mnb% + [ma1 + @(S)] [¥(S*) —b].

Par conséquent, ca < 0 car mi; + ¢(S*) > D + ¢(S*) > 0 et ¢(S*) — b < 0. |

Dans le lemme suivant, nous montrons que le signe de c3 est donné par la position de la courbe de la

fonction H(-) par rapport a la droite d’équation y = D(S;, — S)

Lemme III.11.
1. Dans le cas ot A\g < A1, nous avons c3 < 0 si et seulement si H'(S*) > —D.

2. Dans le cas ou A1 < N, nous avons c3 < 0 si et seulement si H'(S*) < —D.

Preuve. En remplagant u* par U (S*) et v* par V1(S*), nous obtenons

— b2 2(a) —

ol
F = Dyyp? = 2Dy + D1p?, G = bDyih? — Dowpp? + Dy (p® — 2bpep + bp?).
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En utilisant (II1.63), nous obtenons
cs = o~ b) [D+ H(S)].
Par conséquent, si A9 < A1, alors nous avons ¢(S*) > 0 et ¥(S*) < 0. D’ou ’équivalence
H'(S*) > —D <= c3 < 0.
Si A1 < A, alors nous avons ¢(S*) < 0 et 0 < 9(S*) < b. D’ou I’équivalence
H'(S*) < —D <= ¢3 < 0.
C’est ce que nous voulions démontrer. |
Lemme II1.12. 57 \y < A1 alors cico — coeg > 0.

Preuve. Comme

—cg = migma1 + mizmsy + may (mag + ma3) + @(b — ),

nous avons
c1ca = (m11 + mag + ma33) [m12mar + mizma1 + mi1 (maz +ma3) + (b —¥)].
Notons que tous les termes sont strictement positifs. De my; = D + f'u* + g’v*, nous déduisons que
c1ca = Dmygmor + D (f'u* + g'v*) mag + Do(b — ) + (f'u* + ¢'v*) (—c2) + P,
avec P; > 0. Par ailleurs de (II1.68) nous déduisons que —cg + D(¢» — b) > 0. Par conséquent,
(Fla" + %) (=e2) = (/" +g'0") Db—t)+(f'u" + ") [~cx+ D(=b)] = ('u” + ¢/u") D(b—)+ Py
avec P, > 0. Par conséquent,
c1ca = Dmygmar + D (f'u* + g'v*) mag + Do(b — ) + (f'u* + ¢g'v*) D(b— ) + P,

avec P3 = P + P> > 0. En remplacant les m;; ainsi que u* et v* par leurs expressions et en utilisant
(II1.69) nous obtenons

—b 2 2 —-b
C1C2 — CpC3 = D()Df/u* + Dg’au*v* + f/ ;0(¢ ) F+ g' Ld (77[) ) 2G + P3

(Y — )20 al(v — p)y]?
F =2(D — D1)p + (D1 — D)p? + (Do — D)2 + Dpip,
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G = (D = D1)bp(2¢ — ¢) + DY*(¢ — ) + (Do — D)byp® + (D1 — Do)y,
Comme D > Dy > Dj et que 1 < 0 < @ sur |Ag, A1[, nous avons que F' < 0 et G < 0. Par conséquent,
cica — coeg > 0. |
Lemme II1.13. 57 \; < Ay alors cico — coez > 0.

Preuve. En remplacant les ¢;,7 = 1,...,3, par leurs expressions initiales en fonction de m;; et a3,

nous obtenons apres simplification
c1c2 — cpc3 = myi[miamar + mizma1 + mi1(maez + ms3)| — marmsamiz — marazzmiz + Py

avec

Py = maa(—co — mizmsi) + maz(—ca — miamay).

D’apres l'expression de ¢y (I11.68), nous déduisons que (—cy — migmsi) > 0 et (—co — migmey) > 0.
Par suite, P, > 0. D’une part, nous pouvons écrire m3; = Df'u* + Ps avec P5 > 0 puisque tout les

termes de m1; sont strictement positifs. D’ou
m¥ mag — mormaamiz = Df'u*[a(2u* +v*) — @] — gf'u*a(2u* + v*) + Psmag
= (D —g)f'u*a(2u* + v*) — Dmyamay + DoD f'u* + Psmas.

D’apres 'hypothese H14, nous déduisons que g(S*) < g(Ao) < f(Ao) = Do < D pour tout S* €]A1, Aol
Par suite,

2
Dmiomar + miymaz — maimaamaz > 0.

D’autre part, nous pouvons écrire m?; = Dg'v* + Ps avec Ps > 0. En remplacant ass par msz + 10,
nous obtenons

miymss — maragsmiz = (D — f)g'v'mss — fg'v* ey + Pymss.

Comme f(S*) < f(Xo) = Do < D pour tout S* €]\, Ao[, alors
Dmasmgy +miymas — maiaggmiz = (D — f)g'v*mas + (D — f)gg'v* + fg'v* D1 + Psmas > 0.
Finalement, nous concluons que

2 / / / /
cicg —cpcs = [Dmiamar + miimas — marmaamas] + (f'u* + g'v*)miamar + (f'u* + ¢'v*)migms
2
+[Dmigmsi + miyms3 — maiazsmiz) + Py

qui est strictement positif pour tout S* €A1, Ag|. |

Proposition II1.23. Soit E* = (S*,u*,v*) un équilibre strictement positif.
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1. Le cas \g < M1 : E* est LES si H'(8*) > —D et est instable si H'(S*) < —D.
2. Le cas \1 < X\ : E* est LES si H'(S*) < —D et est instable si H'(S*) > —D.

Preuve. Dans le cas \g < A1, d’apres le Lemme 11111, si H'(S*) < —D, alors ¢35 > 0, c’est-a-
dire une condition nécessaire du critere de Routh-Hurwitz n’est pas satisfaite et par suite I’équilibre
strictement positif est instable. D’apres les Lemmes I11.10, TI1.11 et I11.12, si H'(S*) > —D, alors
toutes les conditions du critere de Routh Hurwitz sont vérifiées et par suite ’équilibre strictement
positif est LES.

Dans le cas A\ < Ag, d’apres le Lemme I11.11, si H'(S*) > —D, alors ¢3 > 0 et par suite ’équilibre
strictement positif est instable. D’apres les Lemmes I11.10, II1.11 et I11.13, si H'(S*) < —D, alors
I’équilibre strictement positif est LES. |

723 Lecasa>0etb=0

Nous rappelons que Sj,, est défini par son expression (IT1.67). Nous démontrons le résultat suivant :
Proposition I11.24. E5 est LES si et seulement si S, > Sin.

Preuve. La matrice jacobienne en Fy = (A1,0,v*) avec v* = V(A1) est égale a

~D—g' M) —f(M)  —Di
Ja = 0 o(A1) — av* 0
g (A)v* av* 0

Donc ¢(A1) — av* est une valeur propre de J2. Comme

D(Sin — A1)

,U* — V()\l) = Dl s

alors (A1) — av* < 0 si et seulement si

D
a—l;go()q) + X\ < 8;, ouencore S, < Sin.

Les deux autres valeurs propres de Jo sont les valeurs propres de la matrice

—D — g'()\l)v* —D1
g (M\)v* 0

A=

Nous avons
det A = D1g’' (M)v* > 0, trA=—D — ¢ (\M)v* <0.

Par conséquent, les deux valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative. D’ou le résultat.
|
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Proposition I11.25. L’équilibre strictement positif E* = (S*,u*,v*) est LES si H'(S*) > —D et est
instable si H'(S*) < —D.

Preuve. Nous pouvons vérifier que la Prop. I11.23 et les Lemmes II1.10, III.11, II1.12, dans le cas

a > 0et b >0, restent vrais dans ce cas b = 0 avec Ay < Aj. |

7.3 Dynamique “lent-rapide”
7.3.1 Attachement et détachement trés grands

Le modele (I11.54) a été étudié dans la section 3 en supposant que la dynamique de floculation et
de défloculation est plus rapide que la croissance des bactéries, c’est-a-dire pour des taux a et b assez

grand, ce qui revient a écrire

ou A et B sont des nouveaux parametres et £ est un nombre assez petit strictement positif. En
remplagant a et b par ces nouveaux parametres dans le systéme (II1.54), nous obtenons le systéme

lent-rapide suivant :

S = D(Sin—58) = f(S)u—g(S)v

T [f(S)—Ddu—?(u%—v)u—i-gv (II1.70)
0 = [g(S)—Dl]v+f(u+v)u—§v

ol u et v sont deux variables rapides et S est une variable lente. Dans la suite, nous faisons le lien
entre I’étude du modele (II1.70) et celle du modele réduit obtenu dans la section 3 en appliquant la
théorie de Tikhonov [46, 66, 69], lorsque ¢ tend vers zéro. Nous montons que les équilibres strictement
positifs du systéeme (II1.70) convergent vers les équilibres strictement positifs du systéme réduit.

D’apres le Lemme I11.8, le systéme (I11.70) admet un équilibre strictement positif Ef = (SZ, u}, v})
avec S¥ solution de I’équation H.(S) = D(Si,—5S), ul = U(S?) et v} = V(SF) qui existe si et seulement
si S € I ou la fonction H. est déduite a partir de la fonction H (II1.61) qui s’écrit

o(S)Do(S) — DrplS)] £6(S) — B
) = U@ —e@oE) A

ou encore H.(S) = H(S) +ecRu(S) ou

o B p(S) [Doy(S) — Digp(95)]

_ b ©(S)[Dop(S) — D1p(5)]
HS) = =200 W(S) — o(5)

AY(S) = #(5)]

et Rp(S)=

Comme S} est solution de I’équation H.(S) = D(S;, —.5), alors nous déduisons que pour € assez petit,

S* est proche d’une solution de ’équation H(S) = D(S;, —S). Nous appelons S les solutions de cette
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équation. Par continuité des fonctions U(-) et V (-), lorsque € — 0, on a

ur =U(SZ)=U(S)+o(l)=u+o(l) et v:=V(SI)=V(S)+o0(1)=v+o0(1).

c’est-a-dire u} proche de u et v} proche de v. D’ou le point d’équilibre E} = (SX, u}, v}) converge vers
E = (S,u,v) lorsque ¢ tend vers zéro avec S solution de I'équation H(S) = D(S;, — S), u = U(S) et
v = V(S) qui existe si et seulement si S est compris entre \g et A;. Nous démontrons dans la suite
que cet équilibre E est aussi un équilibre du systéme réduit suivant qui est obtenu dans la section 3

par la théorie de Tikhonov. Nous rappelons que le modele réduit (II1.8) s’écrit

S = D(Sin—38)— u(S,z)z
{ ( ) w5 a) (ITL.71)
i o= [u(S x)—d@)
ou
u(S,x) = F(S)p(e) + ()L —p(@)],  d(x) = Dop(a) + Di[L - p(a)] (I1L.72)
et B
Nous montrons dans la proposition suivante qu’a chaque équilibre strictement positif EX = (57, u}, v})

du systéme lent-rapide (I11.70) qui converge vers F = (S, 4, %) lorsque ¢ tend vers zéro, nous associons
un équilibre strictement positif £ = (S, z). Par ailleurs, nous démontrons que ce dernier est aussi un
équilibre du systéme réduit (II1.71) par un calcul direct sans utiliser les hypotheéses H3 et H4 dans la

section 3 pour appliquer la méthode des fonctions implicites.

Proposition II1.26. Le systéme limite (II1.71) admet un équilibre strictement positif E = (S, ) si

et seulement si S est compris entre \g et A1 avec S est solution de I’équation D(S;, — S) = H(S) et

D(Szn - g) o = _ B

€T =

Preuve. Les équilibres strictement positifs du systéeme limite (II1.71) sont donnés par les solutions

des équations

{D(Si —-8) = S )z (I11.73)

p(S,z) = d(z).

D’apres les équations (I11.72), la deuxiéme équation de (II1.73) est équivalente &

o(S)p(z) +¢(S)[1 — p(x)] = 0.
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En remplagant p(x) par sa valeur, nous obtenons

Bo(S) 4+ Azy(S)

B+ Ax =0
Comme B + Ax > 0, alors nous obtenons
_ _Bel5)
Ap(S)
qui est strictement positif si et seulement si S est compris entre Ag et A1. D’ou
P(S)
P = S — ()
et par suite,
¥(S) ¥(S) F(S)p(S) — g(S)e(S)
S,x) = f(S S) |1 — =
T T G A AT 0(8) ~ ¢(9)
or
F(S)(S) = g(S)p(S) = [p(S) + Do]tp(S) — [¥(S) + D1]e(S) = Doy (S) — D1(5)
D’ou (s (S) — Dyo(S
O RO )
D’aprés la premieére équation du systeme (IT1.73), S est solution de 1’équation D(S;, — S) = H(S)
avec _ _
5= DO = 8) D=5 __15)_ o(3)

(S, z) Doyp(S) — D1gp(S)
qui est strictement positif si et seulement si S est compris entre \g et A;. Finalement, nous pouvons

facilement vérifier que

G & D(Sn-—-9)
~ Doy(S) — D1p(S)

Ce qui acheve la preuve de la proposition. |

En remplagant b par B/e dans 'expression de H' (I11.63) et en prenant ¢ = 0, nous obtenons

B "¢ [Doyp® = 2D1pyp + D19*] — g'p [D(ﬂ/J? + D1p® — 2D190?/)]
A [ — @)

m'(s) = -

qui est strictement positif pour tout S €]\, A{[. Par ailleurs, la fonction H est strictement positive
sur | Ao, A1[, s’annule en \g et elle tend vers I'infini en \;. Ainsi, nous retrouvons 'unicité de I’équilibre

strictement positif du systéme limite (II1.71) dans le cas A\g < A; établie dans la Prop. III.1.
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7.3.2 Attachement trés grand

Dans cette section, nous considérons le cas ou la dynamique de floculation est plus rapide que la

dynamique de défloculation et la croissance des micro-organismes, c’est-a-dire pour un taux a assez

grand, ce qui revient a écrire
A
a=—
€

ou A est un nouveau parametre et € est un nombre assez petit strictement positif. En remplacant a

par son nouveau parameétre dans le systéme (I11.54), nous obtenons le systéme lent-rapide suivant

S = D(Sin—S)— [(S)u—g(S)v
U = [f(S)—Do]u—f(u—Fv)u—Fbv

v = [g(S)—Dﬂv—i—?(u—i—v)u—bv

(I11.74)

ou u et v sont deux variables rapides et .S est une variable lente. D’aprés le Lemme I11.8, le systéme

(IT1.74) admet un point d’équilibre strictement positif EX = (S, u}, v¥) avec S7 solution de I’équation
H.(S) = D(Sin —5), ul =U(SE) et v} = V(S?) qui existe si et seulement si S¥ € I ou la fonction H,

est déduite a partir de la fonction H (II1.61) qui s’écrit

P(5)(¥(5) — b)[Dop(S) — Digp(5)]
AY(S) = (S)] () '

Dans le cas Ay < A1, pour tout € > 0 fixé, nous avons

H.(S)=¢

lim H.(S) = +oc.

S—A]

Soit n > 0 fixé,
lim H.(S)=0

uniformément sur [Ag, A\ — n]. Par conséquent, si A\g < Si, < A1, alors lorsque € — 0,

SI=M+o0(l) etdonc ul=o0(1), vi=o(l).

€

Par suite, le point d’équilibre EY = (SZ, u},v}) converge vers Ey = (Sin,0,0) lorsque ¢ tend vers zéro.

g ey Ve

Si S > A1, alors lorsque € — 0,

SI=M+0(1) etdonc ul=o0(1), vi=V(A1)+o(1).

Par conséquent, le point d’équilibre EX = (SZ,u},v}) converge vers Ey = (A1,0,v*) lorsque € tend

g erve

vers zéro, avec v* = V(\1).
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Dans le cas A1 < Ao, pour tout € > 0 fixé,

lim H.(S) = +oc.
S—Af
Soit n > 0 fixé,
lim H.(S)=0

e—0
uniformément sur [A; 47, min(Ag, Ap)]. Par conséquent, si \; < S, < min(\g, Ap), alors lorsque e — 0,
il existe S¢ et SI* deux solutions de ’équation H.(S) = D(S;, — S) telle que

SI=A+o(1) et SI*=S5;+o(1).

Par conséquent, le point d’équilibre Ef = (S, u}, v}) converge vers Ey = (A1,0,0v"), avec v* = V(A1)

et le point d’équilibre EX* = (SI*, u}*, v¥*) converge vers Ey = (Sin,0,0) lorsque € tend vers zéro.

Si Sin > min(Ag, Ap), alors de méme il existe un unique équilibre EX = (S, u¥, v¥) qui converge vers

Es = (A1,0,v%) lorsque € tend vers zéro, avec v* = V(\1).

Nous démontrons dans la suite que ces équilibres Ey, E5 sont aussi des équilibres du systéme réduit
que nous obtiendrons dans la suite par la théorie de Tikhonov. Dans les variables S, x = u + v et wu,
le systeme (II1.74) s’écrit

S = D(Sin — 8) = f(S)u— g(S)(z — u)
&= f(S)u+g(S)(z —u) — Dou— Di(z — u) (IIL.75)

u=[f(S) — Dolu — fxu—i—b(x —u).

C’est un systeme lent-rapide avec deux variables lentes S et = et une variable rapide u. L’équation
rapide est
v = —Azxu. (I11.76)

La variété lente est donnée par u = 0 qui est GES. Ainsi, le théoréme de Tikhonov [46, 66, 69] s’applique

et affirme qu’aprés une transition rapide vers la variété lente, les solutions sont approchées par une

solution du modele réduit, qui est obtenu en remplagant la variable rapide v dans les deux premieres

équations de (II1.75) par 1’état quasi stationnaire v = 0. Ainsi, le modele réduit correspondant a

(II1.74) est donné par

{ 5= Dlbin = 5) = 9()z (IIL.77)
& = [g(S5) — Dilz.

Par conséquent, en utilisant le théoréme de Tikhonov, nous démontrons que les solutions de (II1.74)

sont approchées par les solutions du modele réduit (I11.77).
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Théoreme III.3. Soit (S(t,¢),u(t,e),v(t,e)) la solution de (111.74) de condition initiale (So, uo, vo)
vérifiant So = 0, ug > 0, et vg = 0. Soit (S(t),Z(t)) une solution du probléme réduit (II1.77) de
condition initiale

S(O) = S, T(O) = ug + vo.

Alors lorsque € — 0, on a
S(t,e) = S(t) + o(1), x(t,e) =T(t) + o(1) (I11.78)
uniformément pour t € [0,T], et
u(t,e) = o(1), v(t,e) =T(t) + o(1) (I11.79)

uniformément pour t € [ty,T], ot 0 < tg < T sont arbitraires mais fizes et indépendants de €. Si la

solution (S(t),Z(t)) du probléme réduit converge vers un équilibre asymptotiquement stable, alors les
approzimations (II1.78) et (I11.79) restent valables en remplagant [0,T] par [0, +o0l.

Proposition IT1.27. Le systéme limite (I11.77) admet les points d’équilibre suivants :
— Le lessivage Ey = (Sin,0) qui existe toujours.
— L’équilibre strictement positif, Ea = (A1,v*) avec v* = V(A1) qui existe si et seulement si
Sin > M.

Nous concluons que, pour tout € assez petit, il existe au plus deux équilibres strictement positifs du
systeme (I11.74) qui convergent, lorsque € tend vers zéro, soit vers le lessivage Ey = (Sin, 0, 0) soit vers
Péquilibre d’extinction de u, Fo = (A1,0,v*). De plus, ces équilibres correspondent & des équilibres du

systeme limite (II1.77) que nous notons, respectivement, par Ey = (S, 0) et By = (A1, v™).

7.3.3 Détachement trés grand

Dans cette section, nous considérons le cas ou la dynamique de défloculation est plus rapide que
la dynamique de floculation et la croissance des micro-organismes, c¢’est-a-dire pour un taux b assez
grand, ce qui revient a écrire

p— B
€
ou B est un nouveau parametre et € est un nombre assez petit strictement positif. En remplagant b

par son nouveau parameétre dans le systéme (II1.54), nous obtenons le systéme lent-rapide suivant

S = D(Sin—15)— f(S)u—g(S)Hv

i = [£(S)~ Dolu—au+v)ut Zo (I11.80)
v = [g(S) = DiJv+a(u+v)u— gv
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ou u et v sont deux variables rapides et .S est une variable lente. D’aprés le Lemme I11.8, le systéme
(IT1.80) admet un point d’équilibre strictement positif EX = (S, u}, v¥) avec S¥ solution de I’équation
D(Sin —S) = H:(S), ul =U(S?) et vi =V (S7) qui existe si et seulement si S¥ € I ou la fonction H,
est déduite a partir de la fonction H (I11.61). Comme H. s’annule en \g et

lim H.(S) =400 pour tout S €I,

e—0

Par conséquent, si \g < S;j,, alors lorsque e — 0
SI=X+o(l) etdonc ul=U(N)+o0(1), vI=o(l).

Par conséquent, le point d’équilibre E* = (S¥, u}, v¥) converge vers E1 = (A, u*,0) lorsque ¢ tend
vers zéro avec u* = U(\g).

Nous démontrons dans la suite que cet équilibre Ey correspond & un équilibre du systéme réduit
que nous obtiendrons dans la suite par la théorie de Tikhonov. Dans les variables S, x = u + v et v,

le systeme (I11.80) s’écrit

S = D(Sin — 8) = f(S)(z —v) — g(S)v

&= f(S)(x —v) + g(S)v — Do(z — v) — Dyv (IIL.81)
0 = [g(S) — Di]v + azu — gv.

C’est un systeme lent-rapide avec deux variables lentes S et x et une variable rapide v. L’équation
rapide est
v' = —Bu. (111.82)

La variété lente est donnée par
v=0.

Elle est GES. Ainsi, le théoréme de Tikhonov [46, 66, 69] s’applique et affirme qu’apres une transition
rapide vers la variété lente, les solutions sont approchées par une solution du modele réduit, qui est
obtenu en remplagant la variable rapide v dans les deux premieres équations de (II1.81) par ’état

quasi stationnaire v = 0. Ainsi, le modeéle réduit correspondant a (II1.80) est donné par

{ S = D(Sin = S) = f(S)z (I11.83)

& = [f(S) — Dolx.

Par conséquent, en utilisant le théoréme de Tikhonov, nous démontrons que les solutions de (II1.80)

sont approchées par les solutions du modele réduit (II1.83).

Théoréme IIL.4. Soit (S(t,e),u(t,e),v(t,e)) une solution de (II1.80) avec une condition initiale
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(S0, uo, vo) vérifiant Sy = 0, ug = 0, et vg > 0. Soit (S(t),Z(t)) une solution du probléme réduit
(I11.83) de condition initiale

S(0) =Sy, T(0) = ug + vo.

Alors lorsque € — 0, on a
S(t,e) = S(t) + o(1), x(t,e) = T(t) + o(1) (I11.84)
uniformément pour t € [0,T], et
u(t,e) =z(t) + o(1), v(t,e) = o(1) (II1.85)

uniformément pour t € [to,T], ot 0 < tg < T sont arbitraires mais fizes et indépendants de . Si la
solution (S(t),Z(t)) du probléme réduit converge vers un équilibre asymptotiquement stable, alors les

approzimations (111.84) et (II1.85) restent valables en remplagant [0,T] par [0, +oo].

Proposition IT1.28. Le systéme limite (I111.83) admet les points d’équilibre suivants :
— Le lessivage Ey = (Sin,0) qui existe toujours.
— L’équilibre strictement positif, E1 = (X\o,u”) avec u* = U(X\o) qui existe si et seulement si

Sm > )\0.

Ainsi, pour tout e assez petit avec Si, > Ao, il existe un unique équilibre strictement positif £}
du systeme (II1.80) qui converge, lorsque ¢ — 0, vers 1’équilibre d’extinction de v, Ey = (A\g,u*,0). Ce
dernier correspond aussi a un équilibre du systéme limite (II1.83) que nous notons par E; = (Ag, u*).

Le Tab. III.2 résume les approximations du systeme lent-rapide dans les cas ou la dynamique de

floculation et/ou de défloculation est plus rapide ou plus lente que la croissance des bactéries.

e—0 € — +00
a= é et b= g Modele densité-dépendant en S et x Modele classique en S, u et v
a= é et b fixe Modele classique en S et v Modele de détachement (a =0 et b > 0)
a fixeet b= g Modele classique en S et u Modele d’attachement (a > 0 et b = 0)

Tab. II1.2 — Approximations du systéme lent-rapide pour € assez petit ou assez grand.
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7.4 Simulations numériques
7.4.1 Lecasa>0etb>0

Dans cette section, nous illustrons les résultats mathématiques de I’étude du modele de floculation
(IT1.54). Dans le cas ot les taux de croissance sont de type Monod, I’équation D(S;, —S) = H(S) est
équivalente a une équation polynomiale du 5éme degré, car la fonction H(-) peut s’écrire sous la forme
d’un quotient dont le numérateur et le dénominateur sont du quatrieme degré. Par conséquent, dans ce
cas il y a au plus cinqg solutions dans cette équation. Les équilibres strictement positifs correspondent
aux solutions qui se trouvent dans l'intervalle 1. Nous avons réussi a trouver des jeux de parameétres

avec 3 solutions au maximum dans cet intervalle.

Les simulations numériques illustrées dans la Fig. I11.33 sont obtenues pour les taux de croissance

de type Monod suivants
4.55 35

f(S) = m» 9(9) = 27 +S

et les valeurs suivantes des parametres D = 3.5, Dy = 3, D1 = 2, a = 2 et b = 3. Les valeurs numériques

des seuils de rentabilité sont données par \g = 2 et A\; = 5.4. Nous choisissons S;,, = 5 > Ag tel que
léquation H(S) = D(S;, — S) admet une unique solution (voir Fig. II1.33 a gauche). Les points

d’équilibre sont donnés par
Eyp=(5,0,0) et FE*~(3.374,0.976,1.380).

La Fig. I11.33 a droite montre la convergence globale vers ’équilibre strictement positif E* pour toute

condition initiale strictement positive.

5 \
15 \/

1
! 1.5

2
05 25
3
35

S 0 0—_-,*_,_,__'_,_'___'__'_'__‘
T T 4
3 4 5 E‘OD 02 04 05 08 1 15 45 *° S

2
Ao Sin A1 u
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Fig. I11.33 — Le cas Ao < A1 et Sin > Ao : Existence d’un unique équilibre strictement positif E* et convergence
globale vers E*.

La Fig. I11.34 montre I'existence de trois équilibres strictement positifs dans le cas Ag < A1 avec
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4004
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Fig. I11.34 — Le cas Ao < A1 : Existence de trois équilibres strictement positifs et bistabilité.

des taux de croissance de type Monod

605 0.6
“o5+s I

1(8) 204+ S

et les valeurs suivantes des parametres D = 50, Dy = 50, D1 = 0.2 et a = b = 0.01. Nous choisissons
Sin = 15.8 > A1 = 10 > A9 = 2.5 tels que I"équation H(S) = D(S;, — S) admette trois solutions.

L’équilibre de lessivage est Ey = (15.8,0,0) et les équilibres strictement positifs sont donnés par

E* ~ (3.056,12.113,157.458), E** ~ (5.174,8.528,524.297) et E*** ~ (8.812,2.642,1086.317).

La Fig. 111.34 a droite montre la bistabilité avec deux bassins d’attraction, un vers 1’équilibre
strictement positif E* et ’autre vers 1’équilibre strictement positif E*** qui sont des noeuds attractifs.
Ces deux bassins sont séparés par la variété stable de ’équilibre strictement positif £** qui est un
point col. Cette figure illustre le résultat de la Prop. I11.18, ou u est favorisée a 1’équilibre E* et v est
favorisée a 1’équilibre E***.

Les Figs. I11.35 et I11.36 sont obtenues pour des taux de croissance de type Monod suivants

458 458
et

f<5):1.7+5 g<S):1.5+S'

Nous choisissons les valeurs suivantes des parametres D = 3.2, Do =3, D1 =1.6,a=2et b=0.8.
Dans ce cas Ay =1 < Ay = 2.25 < A\g = 3.4 . La Fig. II1.35 illustre le cas 5;, = 1.85 < )\ et tel que
H'(\p) ~ —0.291 > —D. Les points d’équilibre sont donnés par

Eo = (1.85,0,0), E*~ (1.365,0.189,0.615) et E** ~ (1.731,0.073,0.098)

La Fig. I11.35 a droite montre que le systeme (I11.54) présente la bistabilité avec deux bassins d’attrac-

tion qui sont séparés par la variété stable de ’équilibre E** qui est un point col. Un bassin d’attraction
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3 Ao

Fig. IT1.35 — Le cas A1 < Ao et Sin < A\p : Existence de deux équilibres strictement positifs et bistablité.

attire les solutions vers I’équilibre strictement positif £* et un autre vers 1’équilibre de lessivage Ej.
La Fig. I11.36 a gauche illustre le cas S, = 2.7 > Ay tel que 'équation H(S) = D(S;, — S) admet

une unique solution. Les points d’équilibre sont donnés par
Ey=(2.7,0,0) et E*=(1.152,0.296,2.539).

La Fig. II1.36 a droite montre la convergence globale vers 1’équilibre strictement positif E* pour toute

condition initiale strictement positive.

51 Fo
. 1

T g

T T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

A1 Ab Si Ao U

Fig. I11.36 — Le cas A1 < A\ et Sin, > Ay : Existence d’un unique équilibre strictement positif E* et convergence
globale vers E*.

La Fig. I11.37 montre I'existence de trois équilibres strictement positifs dans le cas A1 < Ag avec

des taux de croissance de type Monod

208 28

f(S) = 155 g(9) = 2755

et les valeurs suivantes des parametres D = 47, Dy = 15, D1 = 1, a = 1.2 et b = 3. Nous choisissons
Sin = 4.6 > \g = 4.5 > A1 = 2.7 tel que l'équation H(S) = D(S;, — S) admet trois solutions.
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Fig. I11.37 — Le cas A1 < Ao : Existence de trois équilibres strictement positifs et bistabilité.

L’équilibre de lessivage est Ey = (4.6,0,0) et les équilibres strictement positifs sont donnés par
E* = (3.311,2.231,27.081), E** = (3.980,1.666,4.119) et E*** = (4.393,0.630,0.237).

La Fig. I11.37 & droite montre la bistabilité avec deux bassins d’attraction, un vers I’équilibre stricte-
ment positif £* et Pautre vers ’équilibre strictement positif E*** qui sont des noeuds attractifs. Ces
deux bassins sont séparés par la variété stable de 1’équilibre strictement positif E** qui est un point

col. Cette figure illustre le résultat de la Prop. II1.18, ou w et v sont favorisés a I’équilibre E*.

7.4.2 Variation des taux d’attachement et de détachement

Dans cette section, nous illustrons les résultats mathématiques de I’étude du modele de floculation
(IT1.70) en supposant que la dynamique de floculation et de défloculation est plus rapide que la
croissance des bactéries, c’est-a-dire pour a et b assez grands ou encore € assez petit. Dans ce cas, la
solution du systéeme lent-rapide (II1.70) est approchée par la solution du modele densité-dépendant
(IT1.71). Nous illustrons également le cas ¢ assez grand, c’est-a-dire pour a et b assez petits, ou le
systéme se comporte comme celui du modele classique de compétition de deux especes sur un seul

nutriment.

Les simulations numériques illustrées dans la Fig. I11.38 a gauche sont obtenues pour les mémes
valeurs des parametres de la Fig. 111.33 avec A = 2 et B = 3. Elle illustre 'existence d’un unique
équilibre strictement positif EX dans le cas Ao < A1, pour tout € entre 0.1 et 500. Lorsque ¢ tend
vers 'infini, ’équilibre strictement positif E} tend vers I’équilibre d’extinction de v, E1 = (Ao, u*,0)
avec u* = U()\g). Lorsque ¢ tend vers zéro, ’équilibre strictement positif E¥ tend vers 1’équilibre
strictement positif £ qui est donné par 'intersection entre la courbe de la fonction limite H(-) et la

droite d’équation y = D(S;, —S). Les simulations illustrées dans la Fig. II1.38 & droite sont obtenues
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Fig. II1.38 — Le cas Mo < A1 : EX converge vers E lorsque € tend vers zéro et vers E; lorsque ¢ tend vers I'infini.
Le cas A1 < Ao : Double bifurcation nceud-col et converge vers Es lorsque ¢ tend vers I'infini.

pour les fonctions de Monod suivantes

45 35

f(S) = G 9(5) = 1555

et les valeurs suivantes des parametres D =3, Do =3, D1 =2, A=1.5, B=3 et S;, = 5.5 tels que
A1 = 3 < Ao = 6. Elle illustre 'existence des équilibres strictement positifs, en faisant varier € entre
0.1 et 500. Pour des valeurs de ¢ assez grand, 1’équilibre strictement positif E} tend vers ’équilibre
d’extinction de u, Fo = (A1,0,v*) avec v* = V(A1). Pour € entre 500 et 7.87, il existe un unique
équilibre strictement positif EY qui est GES pour toute condition initiale strictement positive, ou le
lessivage Ej est instable. Ensuite, pour € entre 7.87 et 3.95, il y en a une premiere bifurcation nceud-
col avec apparition d’un équilibre strictement positif E!* instable ou Ey change de comportement et
devient LES. Dans ce cas, le systéeme (II1.70) présente une bistabilité avec deux bassin d’attraction,
un vers I’équilibre E et 'autre vers le lessivage Ey qui sont séparés par la variété stable du point col
E?*. Finalement, pour ¢ entre 3.95 et 0.1, il y en a une deuxiéme bifurcation nceud-col avec disparition
de Ef et E* ou Ey devient GES. La fonction H.(-) tend vers la fonction H(-) pour ¢ assez petit.

Les simulations illustrées dans la Fig. I11.39 sont obtenues pour les mémes valeurs des parametres
de la Fig. I11.34 avec A = B = 1, en faisant varier € entre 150 et 2. Pour ¢ assez grand, il existe un
unique équilibre strictement positif E} qui est GES pour toute condition initiale strictement positive
ou le lessivage Ej est instable. En fait, I’équilibre EX converge vers I’équilibre E; = (Ao, u*,0) avec
u* = U(\p) lorsque ¢ tend vers l'infini. Ensuite, en faisant tendre € vers zéro, il y en a une premiére
bifurcation nceud-col et apparition de deux équilibres strictement positifs E* et EX**. Ainsi, le systeme
(IT1.70) présente la bistabilité ou EX et EX** sont LES avec E** et Ej sont instables. Finalement, il
y en a une deuxiéme bifurcation nceud-col avec disparition de E} et EX* ou ’équilibre EX** devient

GES pour toute condition initiale strictement positive et qui converge vers E lorsque ¢ tend vers zéro.
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Fig. IT1.39 — Le cas Ao < A1 : Double bifurcation neeud-col. Convergence de EZ vers E; lorsque € tend vers 'infini
et convergence de EI** vers F lorsque € tend vers zéro.

Les simulations illustrées dans la Fig. I11.40 sont obtenues pour les mémes valeurs des parametres
de la Fig. I11.37 avec A = 1.2 et B = 3. Elle montre la bifurcation selon le parameétre € entre 0.1 et
100 dans le cas A1 < Ag.

Pour ¢ assez grand, il existe un unique équilibre E¥ GES pour toute condition initiale strictement
positive ol le lessivage Ey est instable. En outre, ’équilibre E converge vers I’équilibre Ey = (A1,0,v")
avec v* = V(A1) lorsque ¢ tend vers l'infini. En faisant tendre & vers zéro, il y a une bifurcation noeud-
col avec apparition de deux équilibres E} et EX** qui sont LES tandis que Ey et E}* sont instables.
Ainsi, nous démontrons numériquement ’existence de trois équilibres strictement positifs du modele
densité-dépendant (II1.71) avec bistabilité et pour toute condition initiale strictement positive, la

solution converge vers un des équilibres strictement positifs.

100
80
60
40

204

Fig. I11.40 — Le cas \1 < Ao : Existence de trois équilibres strictement positifs du modele densité-dépendant.

Nous concluons que 1’équilibre du systéme lent-rapide (II1.70) tend vers I’équilibre du modele
densité-dépendant (II1.71) lorsque e tend vers zéro qui est obtenu par l'intersection entre le graphe
de la fonction H(-) et la droite d’équation y = D(S;, — S). Lorsque ¢ tend vers l'infini, 'équilibre de

(IT1.70) tend vers I’équilibre du modele classique de deux espéces en compétition sur un seul nutriment.
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7.4.3 Variation du taux d’attachement

Dans la suite, nous étudions l’existence et le comportement asymptotique des équilibres avec un
taux d’attachement variant entre zéro et I'infini et un taux de détachement fixe. Nous démontrons que
les équilibres du systeéme limite (II1.77) sont les limites des équilibres du systéme lent-rapide (II1.74)
lorsque ¢ tend vers zéro. De plus, nous illustrons les limites des équilibres du systéme (I11.74) lorsque
e tend vers l'infini. Nous choisissons a = A/e et b = B = 3, avec les mémes valeurs des parameétres de
la Fig. I11.33, dans le cas A\g < A1 et les mémes valeurs des parametres de la Fig. I11.38 & droite, dans
le cas A1 < Ag. La Fig. I11.41 illustre I'existence d’un unique équilibre strictement positif dans le cas

Ao < A1, en faisant varier € entre 30 et 0.03 selon la position de S;;, et Aj.

(a) (b)
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Fig. I11.41 — Le cas Ao < A1 : convergence vers F1 pour ¢ assez grand. Convergence vers Ey si Ao < Sin < A1 (a)
ou vers Fs si Si, > A1 (b) pour € assez petit.

Si Ao < Sin < A1, alors I’équilibre E tend vers le lessivage Ey, lorsque ¢ tend vers zéro (voir Fig.
II1.41 (a)). Si Sin > A1, alors I'équilibre E7 tend vers 'équilibre d’extinction de u, Ey = (A1,0,v")
avec v* = V(A1) (voir Figs. I11.41 (b) et I11.42 (b)-(c)).

(a) (b) (©)
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Fig. II1.42 — Le cas \1 < Ao : EZ converge vers F> pour ¢ assez petit. EX* converge vers Ey (a), EI converge
vers E; (b) et vers E* = (A, u”,v™) (c) lorsque € tend vers l'infini.
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La Fig. I11.42 (a) montre la bifurcation noeud-col, lorsque ¢ tend vers zéro, avec apparition de
deux équilibres E} et EI*, ou '’équilibre stable EY tend vers I’équilibre E et 1’équilibre instable E**
tend vers le lessivage Fy. Ainsi, pour un taux d’attachement assez grand par rapport au taux de
détachement, nous retrouvons le résultat de Tikhonov ou la solution du systéme lent-rapide (II1.74)
est approchée par la solution du systéme limite (II1.77), et ou trés rapidement, il y a exclusion des
bactéries planctoniques et seules les bactéries en flocs sont présentes.

Dans le cas A\g < A; et pour € assez grand, I’équilibre EY tend vers 1’équilibre d’extinction de v,
E, = (Mo, u*,0) avec u* = U(\g) (voir Fig. I11.41). Dans le cas A\; < Ag et pour € assez grand, si
A1 < Sin < min(Ag, Ap), alors il y a une bifurcation nceud-col avec disparition de EX et EX* (voir Fig.
I11.42 (a)). Si Ao < min(Ap, Sin), alors I'équilibre EY converge vers 1’équilibre d’extinction de v, Ej
(voir Fig. I11.42 (b)). Si A1 < Ay < Ao et Ay < Sip, alors I'équilibre E¥ tend vers I’équilibre strictement
positif E* = (5%, u*,v*) avec S* = \p, u* = U(N\y) et v* =V (\y) (voir Fig. I11.42 (c)). Ainsi, pour un
taux d’attachement assez petit par rapport au taux de détachement, le systéme (II1.74) se comporte

comme celui du modele (II1.58) ot a =0 et b > 0.

7.4.4 Variation du taux de détachement

Dans la suite, nous considérons le cas ou le taux d’attachement est fixe et le taux de détachement
varie entre zéro et I'infini. Nous démontrons que les points d’équilibre du systéme limite (I11.83) sont les
limites des points d’équilibre EX du systéme lent-rapide (II1.80) lorsque € tend vers zéro. Par ailleurs,
nous illustrons la limite du point d’équilibre EZ du systéme (II1.80) lorsque € tend vers l'infini. La
Fig. I11.43 montre la variation de 1’équilibre EY, dans le cas Ao < Ay, selon la valeur du parameétre ¢
et pour les mémes valeurs des parametres de la Fig. I11.33 ot a = A = 2 et b = B/e. La Fig. 111.44
illustre le cas A1 < Ag, lorsque ¢ tend vers zéro ou l'infini, avec les mémes valeurs des parametres de
la Fig. II1.38 & droite.

1 5 6
Ao A1 Sin

Fig. IT1.43 — Le cas Ao < A1 : pour ¢ assez petit, £ converge vers Er1. Pour ¢ assez grand, si Ao < Sin < Sin,
alors E; converge vers E* (a) et si Sin > Sin, alors EX converge vers Fs (b).
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Si Sin > Ao, alors I’équilibre E tend vers ’équilibre d’extinction de v, By = (Mg, u*,0) avec
u* =U(Np), lorsque ¢ tend vers zéro (voir Figs. 111.43 et 111.44 (b)). Si A\ < S;, < Ao, alors il y a une
bifurcation noeud-col avec disparition de deux équilibres EX et E* (voir Fig. I11.44 (a)). Ainsi, pour un
taux de détachement assez grand par rapport au taux d’attachement, le systéme lent-rapide (I11.80)
se comporte comme celui du modele (IT1.83) ou seules les bactéries planctoniques sont présentes.

Dans le cas A\g < A1 et pour € assez grand, si A\g < S, < Sin alors I’équilibre E? tend vers
’équilibre strictement positif £ = (S, @, ), avec S est solution de 1’équation D(S;, — S) = H(S),
u=U(S) et v = V(5), o la fonction H(-) est définie par son expression (II1.65) dans le cas a > 0
et b =0 (voir Fig. IT1.43 (a)). Si Si, > Sip, alors équilibre E* tend vers I’équilibre d’extinction de u,
Esy = (A\1,0,v%) avec v* = V(A1) (voir Fig. 111.43 (b)).

Dans le cas A\; < Ag et pour ¢ assez grand, I’équilibre E7 tend vers 1'équilibre Ey (voir Fig. I11.44).
Ainsi, pour un taux de détachement assez petit par rapport au taux d’attachement, le systéme (I11.80)

se comporte comme celui du modele (II11.64) ot a > 0 et b = 0.

(a) (b)

T T - ®
4 5 6 7

6 3
Eo Ao A1 Ao

3 4 s
A1

Fig. I11.44 — Le cas A1 < Ao : pour ¢ assez grand, EZ converge vers E2. Pour ¢ assez petit, EX* converge vers Ey
(a) et EX converge vers E1 (b).

8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un modele du chémostat ou les especes se présentent sous
forme de bactéries isolées ou agrégées. Nous avons montré que notre modele général contient plusieurs
modeles qui ont été considérés dans littérature. En supposant que la dynamique de floculation et de
défloculation est plus rapide que la croissance des espéces, nous avons démontré que le modele d’ordre
trois (II1.1) peut étre réduit au modele de second ordre (II1.6) dans lequel la fonction de croissance et
le taux de prélevement dépendent de la densité de ’espece. L’étude de ce modele réduit avec une seule
espéce montre que le systeme peut présenter la bistabilité avec des taux de croissance monotones,
tandis qu’il ne peut se produire dans le modele classique du chémostat, qu’avec un taux de croissance

non monotone.
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Nous avons étudié également le modele de floculation de deux bactéries libres avec des taux de
croissance monotones, dans un premier temps, et avec un taux de croissance non monotone des bac-
téries isolées, ensuite. L’étude mathématique de ce modeéle avec une seule espece prouve 'existence
d’au plus deux équilibres strictement positifs. Les simulations numériques montrent soit la conver-
gence globale vers I’équilibre strictement positif ou le lessivage, soit la bistabilité avec deux bassins
d’attraction, un vers 1’équilibre strictement positif et I'autre vers le lessivage. Ensuite, nous avons
étudié ce modele en ajoutant une deuxiéme espece en compétition sur la méme resource avec un taux
de croissance monotone. Nous avons démontré 'existence d’un unique équilibre strictement positif de
coexistence qui peut étre LES, tandis que dans le modele classique du chémostat avec des taux de
croissance non monotones, une seule espéce peut survivre a la compétition [9]. Nous avons étudié aussi
les bifurcations suivants la concentration a I’entrée du chémostat et le taux de croissance maximal de
la deuxiéme espece. Les simulations numériques illustrent la bistabilité avec convergence soit vers un
cycle limite par des bifurcations de Hopf super-critiques soit vers ’exclusion de la deuxiéme espece.
Dans certains cas et selon le taux de croissance maximal de la deuxiéme espéce, nous pouvons avoir la
coexistence pour toute condition initiale strictement positive dans laquelle, les solutions du systeéme
convergent soit vers un cycle limite soit vers I’équilibre de coexistence.

Finalement, nous avons analysé le comportement qualitatif du modele original d’ordre trois (II1.4)
sans supposer que la dynamique d’attachement et de détachement est plus rapide que la croissance des
biomasses planctoniques et attachées. Nous avons étudié également ce modele dans les cas limites ou le
taux d’attachement et/ou de détachement est nul. Nous avons démontré que certains points d’équilibre
strictement positifs favorisent la biomasse libre et/ou attachée. Pour des taux d’attachement et de
détachement assez grands, nous avons retrouvé par un calcul direct le résultat de la section 3 ou le
modele lent-rapide est approché par le modele densité-dépendant obtenu par la théorie de Tikhonov.
Pour des taux de floculation et de défloculation assez petit, le modeéle se comporte comme celui du
modele classique du chémostat dans lequel les bactéries planctoniques et agrégées sont en compétition
sur un seul nutriment. Pour un taux d’attachement assez grand et un taux de détachement fixe, le
modele est approché par le modele classique ot seules les bactéries attachées sont présentes. Cependant,
pour un taux d’attachement assez petit, le modele se comporte comme celui du modeéle de floculation
avec un terme d’attachement nul. En outre, pour un taux de détachement assez grand et un taux
d’attachement fixe, le modele est approché par le modele classique ou seules les bactéries libres sont
présentes. Cependant, pour un taux de détachement assez petit, le modele se comporte comme celui
du modeéle de floculation avec un terme de détachement nul.

Nous concluons que les équilibres strictement positifs du modele lent-rapide converge vers les équi-
libres des systémes limites correspondants, pour des taux d’attachement et/ou de détachement assez

petit ou assez grand. Les simulations numériques illustrent les résultats mathématiques démontrés.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés en partie dans [20, 23].
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Chapitre IV

Modeles densité-dépendants pour la coexistence

1 Introduction

Nous considérons le modele densité-dépendant suivant, ot n especes sont en compétition sur un

seul nutriment dans un chémostat

(IV.1)

1=1,....n

S = D(Sm — S) — zn: Mi(S, iL‘).%'z
=1
i = [pi(S, ) — di(2)]xi

avec p;(S, x) représente le taux de croissance de 1'espece i et d;(x) désigne le taux de prélevement de
Pespece i, qui dépendent des densités de toutes les especes, x = (z1,...,zy). Un tel modele de densité-

dépendant a été obtenu en considérant des mécanismes de floculation, voir chapitre 111, section 4.

Ce modeéle a aussi été proposé par Lobry et al. [42, 44, 45] dans le cas ou les d;(z) sont constants. Le
cas ou les p; ne dépendent que de x; a été considéré dans [44], lorsque d;(x) = D, et dans [45], lorsque
di(x) = D;, ce qui a permis d’expliquer la persistance stable de plusieurs espéces en compétition
sur un seul nutriment. Le cas ou les jp; dépendent de tous les z;, j = 1,...,n, qui peuvent étre
interprétés comme des compétitions intra et inter-spécifiques, et d;(z) = D a été considéré dans [42].
Les simulations ont montré que si la compétition intra-spécifique est assez grande par rapport a la

compétition inter-spécifique, alors il existe un équilibre stable de coexistence.

Dans la section 2, nous étudions le modele (IV.1) dans le cas ou les p; et les d; ne dépendent que
de z;, i =1,...,n. Nous généralisons la technique de la caractéristique a ’équilibre de [44, 45]. Cette
technique ne s’applique pas dans le cas ou les u; dépendent de tous les x;. Dans les sections 3 et 4,

nous étudions ce cas, lorsque n = 2 et dj(x) = da(z) = D.
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2 Etude du modeéle densité-dépendant intra-spécifique de plusieurs

especes
Nous considérons le modele

S = D(Sin — 8) = > (S, i)z

i= (IV.2)
B = [ui(S, ) — di(xs)] v i=1,...,n.
Nous supposons que les fonctions pu;(S, z;) et d;(xz;), i = 1,...,n, vérifient les hypothéses suivantes :

H1 : p;(0,2;) = 0 et (S, x;) = 0 pour tout S > 0 et tout z; > 0.

H2 : Oui (S,z;) >0 et a'uZ: (S,z;) < 0 pour tout S > 0 et tout x; > 0.

oS ox;

H3 : dl(O) = Dy, dZ(JrOO) = Dq; < Dg; < D, dl(l‘l) > 0, d;(l‘z) < 0 et [-’Ezdz(xz)]/ > 0 pour tout
ZTj = 0.

Notons

fi(S) = pi(S,0) et gi(S) = pi(S, +00).

Les fonctions f;(-) et g;(-) sont strictement croissantes et strictement positives pour tout S > 0. Si les

équations f;(S) = Dy; et g;(S) = D1; admettent des solutions, alors on prend
Xoi = f7H(Doi) et A= g; (D).

Sinon, on prend A\p; = +oo, k=0, 1.

2.1 Le cas ou Ay < A\j;

Nous étudions, dans la suite, 1’existence et le comportement asymptotique local de 1’équilibre
strictement positif du systeme (IV.2) dans le cas Ag; < A14, pour tout i« = 1,...,n. Comme dans le
cas d’'une espéce (voir I'hypothése H3 dans la section 3 du chapitre III), nous ajoutons 1’hypothese

suivante :

H4 : X\o; < A\y;, pour i =1,...,n. Pour tout S €]Xp;, A1;[ et z; > 0, on a d}(z;) > ggz (S, x;).

Notons

Ao = max{Ag;; i=1,...,n} et A = min{\;; i=1,...,n}.
Nous supposons que

H5 : )\ < min(;\l,Sm).
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Les points d’équilibre de (IV.2) sont solutions du systeme d’équations

D(Sin—S) = > uilS,xi)w; 1V 3)
=1 :

wi(S,x;) = di(x;)) ou x; =0, i=1,...,n.

Ainsi, on doit résoudre les équations
D’aprés H2, en utilisant le théoréeme des fonctions implicites, cette équation définit une fonction
S = ¢i(x;) pour tout x; > 0, tel que ¢;(0) = Ng;, di(+00) = Ay; et

Ou;
d(a) — (S,

O
a5 (%)

> 0.

di(xi) =

Le signe de ¢/(-) est donné par ’hypothése H4. Nous définissons la fonction X; : S — X;(S) sur [0, A;]

par

Xi : [0, )\11[ — R+
0 si S )\Qi
T; = ¢_1(S) si Aol < S < A

(2

Posons h;(S) = pi(S, Xi(S))X;(S). Comme X;(-) est strictement croissante sur [Ao;, A1i[, alors h;(-)

est aussi strictement croissante sur cet intervalle. En effet,

O

() = (a5, Xi(s) + 22

o LS, Xu(S)XU(S) ) Xi(S) + (S, Xi(S))XI(S).

Par ailleurs, pour tout S € [Ag;, A1,

Opi

pi(S, Xi(9)) = di(X;(S)) et 99

(5, Xi(5)) +

Par suite,
h;(S) = [d;(XZ(S))Xl(S) + dZ(XZ(S))] XZI(S), pour tout S € P\Oiy )\12'[.
D’apres ’hypothese H3,

[di(xi)xi)" = di(z;)x; + di(z;) >0, pour tout x; > 0.
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Ainsi, le signe de hf(S) est celui de X/(S), c’est-a-dire que, h;(-) est strictement croissante sur [Ao;, A1
(voir Fig. IV.1).

DSin

D(Sin — A03) fr=mmmmmmmmmmeaenad :
h1(X03) + h2a(A03) fememmmmemrameeanaans :

. : > S
Ao1 o2 Aoz S* A1 Sin A13 A12

Fig. IV.1 — Caractéristique & ’équilibre pour n = 3 : Condition d’existence de I’équilibre strictement positif.

Nous considérons maintenant la fonction

H(S)=>_hi(S) = D(Sin — ). (IV.5)

Lemme IV.1. L’équation H(S) = 0 admet une unique solution S* €]0, \i[.
Preuve. Comme h;(S) = 0 pour S € [0, A\p;] et h;(-) est strictement croissante sur [Ag;, A1;| (voir Fig.

IV.1), la fonction H(-) est strictement croissante sur ]0, A;[,

H(0)=-DSin <0 et lim H(S)=4o0.
S*})q

Par conséquent, il existe un unique S* €]0, A\;[ tel que H(S*) = 0. [ |
Ainsi, nous pouvons montrer le résultat suivant :

Proposition IV.1. Sous les hypothéses H1-H5, le systéme (IV.2) admet un unique équilibre stric-

tement positif si et seulement si

n

Z i (5\0, XZ(S\())) XZ(S\()) < D(Sm — 5\0) (IVG)
i=1
Preuve. L’équilibre strictement positif E* = (S*,z7, ..., z}), doit satisfaire
D(Sin — 8%) = > (S, 2})x} IV.7)
i=1
et
wi(S*, xf) = di(xf). (IV.8)
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L’équation (IV.8) est équivalente a = = X;(S*). Ainsi, '’équation (IV.7) s’écrit
n n

D(Sin - S*) = Z/J,Z(S*,XZ(S*))XZ(S*) = Z hi(S*),

i=1 =1

n
c’est-a-dire H(S*) = 0. Comme Z hi(S*) > 0, alors on doit avoir
i=1

S* < Sipn et S*> .

Notons que les inégalités 5\0 < 8% < A\ et S* < S;, sont satisfaites si I’hypothese H5 est vérifiée.

Comme H(-) est strictement croissante sur [0, \],
5\[) < S = H(S\o) < H(S*) =0.

Par conséquent, il existe un unique équilibre strictement positif exactement quand H (5\0) < 0, ce qui
est équivalent a (IV.6). [

Nous étudions maintenant le comportement asymptotique local de I’équilibre strictement positif.

Nous démontrons le résultat suivant :
Proposition 1V.2. Si E* existe, alors il est LES.

Preuve. Comme p;(S*, zf) = d;(z}), la matrice jacobienne du systeme (IV.2) en E* est de la forme
(IL11) ot

. O
aﬂfi

. O
81‘1'

a,_aﬂi
98

(S*aﬁf)ff, b; =

(8%, af)z} + 2idi(a}), o=

(S*, x))x; — di(x]).

) 1 (A 7

D’apres H2, o; > 0. D’apres H3, d;(z}) + zd(z}) > 0, alors —d;(x}) < zid/(z}) et donc ¢; < b;.

7

D’apres H4, b; > 0. D’ou, le résultat est une conséquence du lemme II.1. |

2.2 Le cas ou A\; < Ay

Nous étudions, dans la suite, I'existence de 1’équilibre strictement positif du systéeme (IV.2) dans

le cas A1; < Agg, pour tout ¢ = 1,...,n, sous les hypotheses H1-H3. Nous ajoutons les hypotheses

suivantes :
E
H6 : \j; < \o;, pour i = 1,...,n. Pour tout S €]A1;, Ao;[ et ; = 0, on a d}(z;) < 87'%(5’, x;).
Xq
Notons

Mo =max{\;;; i=1,...,n} et A =min{\y; i=1,...,n}

H7 : 5\0<5\1 < Sin.

127



Chapitre IV. Modeles densité-dépendants pour la coexistence

Sous 'hypothese H6, ’équation (IV.4) définit une fonction strictement décroissante S = ¢;(x;) pour
tout x; > 0, tel que ¢;(0) = Ag; et ¢;(+00) = Ay;. Nous définissons la fonction X; : S — X;(S) sur
A1, +o00[ par

Xi )M, 4oof — Ry
xzz(ﬁ;l(S) si A <8 < Aoi

0 si S = )\Oi-

Rappelons que h;(S) = ui(S, X;(S))Xi(S) et pour tout S €]A1;, Ap;], nous avons
hi(8) = [di(Xi(9)) Xi(S) + di(X(9))] Xi ().

Comme X;(-) est strictement décroissante sur |\1;, Ag;], alors d’apres ’hypothése H3, nous déduisons

que h;(+) est aussi strictement décroissante sur cet intervalle (voir Fig. IV.2).

DSin

D(8Sin — Ao2)

h1(Xo2) + h2(Xo2)

A11 A1z S* Ao2 Ao1 Sin

Fig. IV.2 — Caractéristique a I’équilibre pour n = 2 : Condition d’existence de ’équilibre strictement positif avec
A < )\Oi, pour 7 = 1,2.
D’apres expression (IV.5) de la fonction H(-), nous avons
n
/ /
H'(S)=>_hi(S)+ D
=1

qui peut étre de signe quelconque sur ]5\0, 5\1[. Ainsi, nous démontrons le résultat suivant :

Proposition IV.3. Si H'(S) < 0 pour tout S €]\g, M1, alors le systéme (IV.2) admet un unique
équilibre strictement positif si et seulement si
n

Z i (5\1, Xz<5\1)) XZ(S\l) < D(SZ — 5\1) (IVQ)
=1
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Preuve. Nous savons que H(-) est strictement décroissante sur |\g, A et

lim H(S) = +oo,
S—)x\o

Par conséquent, il existe une unique solution S* €]Ag, A[ de équation H(S) = 0 si et seulement si
H(\) < 0. u

n
Puisque la fonction Zhl() est strictement décroissante sur |Ag, A1[, nous démontrons le résultat
i=1
suivant :
Proposition IV.4. Si H(S\l) < 0, alors il existe au moins un équilibre strictement positif. Générique-
ment, il y en a un nombre impair (voir Fig. IV.8). Si H(\y) > 0, alors soit il n’existe aucun équilibre

strictement positif, soit il existe génériquement un nombre pair d’équilibres strictement positifs (voir
Fig. 1V.4).

D(8Sin — Ao2)
h1(Xo2) + ha(Xo2)

A11 A1z Aoz Ao1 Sin

Fig. IV.3 — Caractéristique & I’équilibre pour n = 2 : Existence d’'un nombre impair d’équilibres strictement

positifs dans le cas H(\1) < 0.

h1(Xo2) + ha(Xo2) |...:
D(Sin — Ao2) [

> S

A11 A1z Aoz Aot Sin

Fig. I'V.4 — Caractéristique & I’équilibre pour n = 2 : Existence d’un nombre pair d’équilibres strictement positifs
dans le cas H(\1) > 0.
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Remarque IV.1. Les résultats de cette section s’appliquent au modele réduit (I11.21, I11.22, I11.23)
obtenu dans le chapitre III dans le cas particulier ou le taux d’attachement et de détachement des
especes x; avec les especes x; sont négligeables pour i # j, c’est-a-dire A;; = 0 pour 7 # j. Dans ce

cas, la fonction p;(-) ne dépend que de z; et elle est donnée par

B;

pilw) = B; + Aiix;

de telle sorte que le taux de croissance p; et le taux de préléevement d; dans (II11.21) ne dépendent que

de X;.

3 Densité-dépendance intra-spécifique

Nous nous intéressons, dans cette section, a I’étude du modele (IV.1) dans le cas d;(z) = D et ou

les p1; ne dépendent que de z;, avec n = 2. Le modele s’écrit

S = D(Sin — ) — p1(S, m1)21 — pa(S, x2) w2
&1 = [p1 (S, z1) — D]z (IV.10)
.fz = [MQ(S, .1‘2) — D]xg.

Ce modele a été étudié dans [44, 45] en utilisant la technique de la caractéristique a ’équilibre. Nous
faisons les hypothéeses suivantes pour i = 1,2 :

HS8 : 1;(0,2;) =0 et p;(S, ;) > 0 pour tout S > 0 et tout x; > 0.

Opi Opi
oS ox;
H10 : 1l existe \; < S, tel que (N, 0) = D,

H9 :

(S,x;) >0 et

(S,z;) < 0 pour tout S > 0 et tout x; > 0.

c’est-a-dire qu’aucune des espéces n’est lessivée en absence de 'autre espéce.

H11: lim 4,;(S,z;) =0.

T; —+00

Comme la fonction x; — 1; (S, z;) est décroissante et pour tout S € [A;, Si], on a
,ui(S, 0) > ,Lbi()\i,()) = D,

alors d’apres les hypotheéses H9 et H11, pour tout S € [\;, Si], il existe une unique solution X;(.S)
telle que p;(S, X;(S)) = D.
H12 : S, — A > 37, X;(N), avec A = max(A1, \2) (voir Fig. IV.5), c’est-a-dire

Sm — Ay > Xl()\Q) et Sm — A1 > XQ()\l). (IV.ll)

Sous les hypotheses H8-H12, Lobry et al. [42, 44] ont montré qu’il existe un unique équilibre stricte-
ment positif de (IV.10) qui est GAS.
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T1,T
172“

x1 + T2

. X2(S) = z2
Sin — X
] X1(8) =1
X1(N)
5

XS5
Fig. IV.5 — Caractéristique a I’équilibre de (IV.10) : Condition d’existence de 1’équilibre strictement positif sous
I’hypothese H12.

Notons que comme les fonctions puq(Ae,.) et ua(A1,.) sont strictement décroissantes et
p1(A2, X1(A2)) = D, pa(A1, Xo(Ar)) = D
alors I’hypothese H12 est équivalente a
1A, Sin — A2) < D et po(Ai, Sin — A1) < D. (IV.12)

Dans la suite, nous montrons que le systeme d’ordre trois (IV.10) peut étre réduit & un systeme de

second ordre. Nous définissons pour cela I’ensemble compact par
Q= {(S,ZL‘l,SUQ) € Ri_ S +a1 a9 = Sm}

Soit z = S 4+ x1 4+ 2, on a 2 = D(S;, — 2), alors z = Sy, + (2(0) — Sin)e Pl Doit 2 < max (S, 2(0))
pour tout (S,z1,z2) € Ri. Par suite, pour toute condition initiale positive, toutes les trajectoires du
systéme sont bornées. En outre, I’ensemble €2 est attracteur de toutes les trajectoires dans Ri. Ainsi,

le systeme (IV.10) est équivalent au systéme asymptotiquement autonome

T = {Nl (Sm + (2(0) — Sin)e Pt — 2y — x2,ﬂf1> — D} x1
(IV.13)
By = {/m (5m + (2(0) = Sin)e Pt — 2y — 332,962> - D} T2.
On se place sur ’ensemble invariant S 4+ x1 + x2 = 5, dont le systeme limite est
{ — S’Ln - - ) -D
{ 9.61 [ ( T — T2, T1) Jz1 (IV.14)
t2 = [p2(Sin — 71 — T2, 72) — D]a.

Nous commengons par étudier ce modele par la méthode des isoclines. Cette étude sera utile pour le

modele densité-dépendant intra et inter-spécifique.
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Le systeéme (IV.14) est défini sur 'ensemble M = {(z1,z2) € Ri : 21 + 22 < Sin }. L’étude du portrait
de phase de ce systeme réduit sur €2 montre qu’il existe seulement des nceuds stables, des noeuds
instables, des points selles et qu’il n’existe pas de trajectoires joignant deux points selles. Ainsi, nous
pouvons appliquer le résultat de Thieme [64] et conclure que le comportement asymptotique de la

solution du systéme (IV.13) est le méme que celui du systéme réduit (IV.14).

3.1 Existence des points d’équilibre

Nous étudions dans la suite I’existence et I'unicité des points d’équilibre du systeme (IV.14) sous les
hypotheses H8-H10. L’équilibre de lessivage Ey = (0,0) existe toujours. Nous démontons le résultat

suivant :

Proposition IV.5. Le systéme (IV.14}) admet un équilibre d’extinction de zo, E1 = (%1,0), et un

équilibre d’extinction de x1, Fo = (0,Z2), ot &; est solution de [’équation
1i(Sin — xiyx;) = D pour i=1,2.

Preuve. Posons pour ¢t = 1,2 :
Vi(xi) = pi(Sin — T, 73) — D.
D’apres les hypotheses H8 et H10, nous déduisons que

¢z(Szn) =—-D<0 et 1!}1(0) = ui(Sm,O) — D >0.

De 'hypotheése H9, nous avons

Pi(w;) = —g/g(sm — x4, ;) + gZ(Sm — xj, ;) <0,
donc il existe une unique solution Z; €]0, S, | telle que ¥;(%;) = 0. [ |

Notons par f;, i = 1,2, les deux fonctions a deux variables suivantes :
fi(w1,22) = pi(Sin — v1 — w2, 23) — D.

En utilisant le théoreme des fonctions implicites, nous démontrons le résultat suivant :

Lemme IV.2.

1. L’équation f1(x1,x2) =0, définit une fonction décroissante

Fll[O, 5?1] — [O,Sin_)‘l]
vy — Fi(r) =20

telle que F1(0) = Sip — A1, Fi(#1) =0 et Fi(x1) < —1.
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2. L’équation fa(x1,x2) =0, définit une fonction décroissante

F2 : [0, Sm — /\2] — [0,532]
T — FQ($1) = I3
telle que F5(0) = g, Fo(Sin — A2) =0 et Fi(x1) > —1.
Preuve.

1. Comme f; est de classe C'! sur IR{%F, dont les dérivées partielles sont

Ofi _ _Om  Om Ofi _ _Om

dey - 08 Tom % am, T s <0

alors, d’apres le théoreme des fonctions implicites, ’équation fi(x1,x2) = 0 définit une fonction

19 = Fy(z1) de classe C! sur [0, 7] telle que

af B )
oy - et
001 (21, Fi(a1)) G

De plus, si z; = 0, alors

Fl(O) = X9 s /Ll(Sm — (EQ,O) =D s To = Si — )\1.

Si xo = 0, alors

Fl(l‘l) =0 <= ,Uq(Sm — 1‘1,33‘1) =D <— x1 =21

2. Comme f5 est de classe C'! sur ]Ri, dont les dérivées partielles sont

Ofr _ _Op2 _, Ofa_ OMa  Op

x9S 0 dmy 08 0wy ~

alors d’apres le théoréme des fonctions implicites, 'équation fo(x1,z2) = 0 définit une fonction
19 = Fy(z1) de classe C! sur [0, S, — o] telle que
o
Fy(z)) = —25_— <0

_Oupa | Oua
o5 T oz,

et Fi(x1) > —1. De plus, si z9 = 0, alors

Fy(x1) =0 <= p2(Sin—71,0) =D <= x1=5n— Ao

Sixq =0, alors

FQ(O) = I9 <~ ,ug(Sm—xQ,xg) =D <= 1x9=29.
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Proposition IV.6. Le systéme (IV.14) admet un unique équilibre strictement positif si et seulement
s
Sm — A>Ty et Sm — Ao > 7. (IV15)

Preuve. L’équilibre strictement positif est donné par la solution des équations

filx1,29) =0, pour i=1,2

D’apres le Lemme IV.2, ces deux équations définissent deux fonctions xo = Fj(x1), i = 1,2. Ainsi,
I’équilibre strictement positif est donné par l'intersection de deux isoclines correspondant a ces deux

fonctions (voir Fig. IV.6). Nous considérons la fonction

F(Qj‘l) = F1(£131) - Fg(l‘l).

D’aprés le Lemme IV.2, F{(x1) < —1 et Fj(x1) > —1. Nous en déduisons que F'(z1) < 0. Par suite,

il existe une unique solution x} €0, Z1] telle que Fy(x]) = Fa(z}) = x si et seulement si
F(O) =Sin—A—T2>0 et F(fl) Z—Fg(il) < 0.
Ce qui acheve la preuve de la proposition. |

502 (a) A (b)

T2 3@ zo = Fi(x1)

* E*
T2
5 D
p1(A2, Sin — X2) |77 AT '
1 7 112(S, Sin — S)
1 p2(A1, Sin — A1) | :
0 o T T vEl. T 2 - > S
[0 x,f 1 2 513 Sin4_ )\2 5 )\1 )\2 Sin

Fig. IV.6 — Condition d’existence et d’unicité de I’équilibre de coexistence : (a) Sin — A1 > T2 et Sin — A2 > T4,
(b) ul()\z, S,n — )\2) < Det NQ()\h Szn — )\1) < D.

La Fig. IV.6 (a) montre 'existence d’un unique équilibre strictement positif E* lorsque la condition
(IV.15) est satisfaite. Notons que comme la fonction x; — ¥;(z;) = pi(Sin — x4, ;) — D s’annule en

Z; et est strictement décroissante, pour i = 1,2, alors la condition (IV.15) est équivalente a

p2(A1, Sin — A1) — D < a(Z2) =0 et pi(A2, Sin — A2) — D < ¢1(Z1) = 0.

Ainsi, la condition (IV.15) est équivalente a la condition (IV.12) (voir Fig. IV.6 (b)).
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La Fig. IV.7 (a) illustre le cas S;, — A1 < &2 pour lequel I’équilibre strictement positif n’existe pas.
La Fig. IV.7 (b) illustre la condition équivalente : ps(A1, Sin — A1) > D.

2 (a) (b)

0,8

T2 o2 (8155 — 8)
0.6 H2(0,04n

Al Sin = M) frmmmm e A
S — Ay p2(A1, 1)

D

\

0,4

0,27 Tro = Fl(:El)

Eo 1
[ A T T 1T X1
[0 0,5 1 1,5 .
x1 Sin — A2 M Sin

Fig. IV.7 — Condition d’existence de ’équilibre £ non satisfaite : (a) Sin — A1 < &2, (b) p2(A1, Sin — A1) > D.

> S

x1, T2
YN

Sin

A1 X S* S S S
Fig. IV.8 — Caractéristique & I’équilibre de (IV.10) : Condition d’existence de équilibre E* : Ay < 5.

Remarque 1V.2. Soit les points d’équilibre du systéme (IV.10), E; = (S1,#1,0) et Eo = (S3,0, %)

ot S; solution de I’équation
Xi(S)=Sin — S5 avec X;(S)=w=x;, pour i=1,2.
Notons que la fonction &(S) = Sin — S — X;(S) est strictement décroissante,
ENi) =Sin —Ai >0 et &(Sin) = —Xi(Sin) <O0.

Donc, il existe une unique solution S’Z €]\, Sin| telle que §,(5‘,) = 0. Ainsi, la condition d’existence et
d’unicité de Péquilibre E* (IV.15) est équivalente a Ay < S; et A\; < Sy (voir Fig. IV.8).
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3.2 Stabilité locale

Dans cette section, nous étudions la stabilité locale de 'équilibre strictement positif de (IV.14)

quand il existe.

Proposition IV.7. Dés que l’équilibre strictement positif E* existe, ¢’est-a-dire si la condition (I1V.15)
est vérifiée, alors il est LES.

Preuve. La matrice jacobienne en E* = (x7, z3) est

(_EM+8M1> . 0w .
Te as " Bx a5 "
N Ops Ops am) "
95 "2 ( 95 T om )™

Comme

_ (_9m Op2 O Ops 8#1%) o
det‘]E—( 95 0z3 0w S | 0my 0wy ) 1270

6“1 ¥ 8“1 ¥ — 8“2 zk + 8M2 zk
08 1T 92y 1T 98 T aay
alors les deux valeurs propres de Jg sont a partie réelle strictement négative. Par suite, E* est LES.
|

tr Jp = — 5 <0,

3.3 Stabilité globale

Nous étudions, dans cette section, la stabilité globale de I’équilibre strictement positif de (IV.14).

Proposition IV.8. Dés que l’équilibre strictement positif E* existe, il est GES sur le quadrant positif

ouvert.

Preuve. On a z = z1 422 < max(Si,, 2(0)) pour tout (z1,z2) € R, d’olt pour toute condition initiale
positive, les solutions du systeme (IV.14) sont positivement bornées et par suite les ensembles limites
sont compacts non vides. D’apres le théoreme de Poincaré-Bendixson [61], ces ensembles limites sont
soit des points d’équilibre soit des orbites périodiques soit des polycycles. En faisant le changement
de variable £ = In(x1) et & = In(zg), dont les dérivées par rapport au temps sont & = @1 /z; et

€y = @/, le systéme (IV.14) devient
& = m (Sm — b — o, 651) -D

Soit
g1 (651 7 e52 )

Gl &) = o (6517662)
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Notons que la divergence de G est

o %%sl(amam>g2
dlvG—< + )e + 8S+8x2 e*? < 0,

alors d’apres le critéere du Dulac, on ne peut pas avoir dans 'ensemble limite une orbite périodique
ou un polycycle. Finalement, en utilisant le théoréeme de Butler-McGehee [61], nous déduisons que
toutes les solutions convergent globalement vers ’équilibre strictement positif E* pour toute condition

initiale strictement positive. |

4 Densité-dépendance intra et inter-spécifique

Pour voir l'effet de la compétition inter-spécifique sur la coexistence des especes, on remplace les
taux de croissance densité-dépendant intra-spécifiques p;(S,z;),7 = 1,2, dans le modele (IV.10) par
les taux de croissance densité-dépendant intra et inter-spécifique (S, ; + axj), 4,5 = 1,2 avec i # j
ou « est un parametre positif qui désigne la compétition inter-spécifique entre les deux populations.

Plus précisément, on se propose d’étudier le modele suivant

T = [,Ul(Sin — 1 — X2,T1 + 04.2132) — D]:Cl
(IV.16)
o = [N2(Sin — 1 — X2,T2 + 04331) — D]xQ,

Nous supposons que les hypotheses H8-H10 et la condition (IV.15) sont vérifiées. L’équilibre de
lessivage Ey = (0,0) existe toujours. Les points d’équilibre d’extinction de x1 et x2, respectivement,

Ey = (21,0) et Ey = (0, Z2) existent et sont uniques.

4.1 Existence de I’équilibre strictement positif
L’équilibre strictement positif E* est déterminé par les solutions des équations
ki(z1,22) = pi(Sin — 21 — 22,2, + axj) — D =0, pour i,j=1,2 avec 1i# j.

Posons hiq (i) = pj(Sin —x;, ax;)—D pour i, j = 1,2 avec i # j. En utilisant le théoréme des fonctions

implicites, nous démontrons le résultat suivant :

Lemme IV.3.

1. L’équation ki(x1,x2) = 0 définit une fonction décroissante

Kl:[O, .fl] — [O,i‘g]

1 — Ki(z) =129

telle que K1(0) = Z2 et K1(Z1) = 0 ot T2 est solution de haq(x2) = 0.
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2. L’équation ka(x1,22) = 0 définit une fonction décroissante

KQ:[O, .i‘l] — [O,i’Q]
T — Kg(ﬂfl) = T2

telle que Ko(0) = &9 et Ko(x1) = 0 ou Z1 est solution de hio(x1) = 0.

Preuve.

1. Comme k; est de classe C'! sur Ri, dont les dérivées partielles sont

Oky  Opr  Om oky  Om Opn

921 08 oz =0 01y 08 “om,

alors, d’apres le théoréme des fonctions implicites, 1’équation kj(x1,x2) = 0 définit une fonction

19 = Ki(z1) de classe C! sur [0, 7] telle que

_ 9 4 Om

oS 0,
Ki (1) = Oy Llfi

25 — Yo

< 0.

Si0<a<lalors Ki(z1) < —1etsi > 1alors =1 < K{(z1) < 0. De plus, si 1 = 0, alors
K1(0) = x4 si et seulement si hoy(x2) = 0. D’apres les hypotheses H8 et H10, nous avons

hga(O) = ,ul(Sm,O) —D>0 et hga(Sm) =-—-D <0.

De plus,

O Oy
/ [ _—
2a(t2) = — g5 tag - <0,

donc il existe une unique solution Zy €10, S, | telle que ho(Z2) = 0. Si x5 = 0, alors
Kl(l‘l):O e ,Ull(Sin*fL'laxl):D <= x1=1I.

2. Comme ks est de classe C! sur Ri, dont les dérivées partielles sont

Oks Ouz  Ops Oky  Opa  Oua

o - 05 Yom <Y am, T 95 T om

alors, d’apres le théoreme des fonctions implicites, 1’équation kg(x1,x2) = 0 définit une fonction

19 = Ks(z1) de classe C! sur [0, z1] telle que

o O

—azx2
/ 08 oo

Kz(ﬁ]_) — 4_(9“2 + aﬂQ < 0
oS Oxo

Sia>1alors Kj(z1) < —letsi0<a<1alors —1 < Kj(z1) < 0. De plus, si 5 = 0, alors
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Ko(x1) = 0 si et seulement si hjq(x1) = 0. D’apres 'hypothese H8 et H10, nous avons
hla(O) = ,U,Q(Sin,O) —D>0 et hla(Sm) =—-D <.

De plus,

Opz Oz
/ _ Y2 Y2

donc il existe une unique solution z; €]0, S, [ telle que hi,(Z1) = 0. Si 21 = 0, alors
KQ(O) =9 < ,MQ(Sm — (EQ,QEQ) =D <= 1x9=1I9.

|
Le lemme suivant montre, selon la position de Z; et Zo, ’existence de deux valeurs critiques du

parametre « solutions de I’équation h;(a) = 0, pour ¢ = 1,2, ou
hl(a) = /LQ(Sm — :Z‘l,ochcl) —D et hg(a) = Nl(Sin — 572,04532) —D.

Ensuite, nous démontrons selon la valeur de a entre ces deux valeurs critiques I'existence de I’équilibre
strictement positif £*.
Lemme 1V .4.

1. Si %y < T, alors il existe une unique valeur critique o < 1 telle que hi(a§) = 0. De plus, il existe

une unique valeur critique o§ > 1 telle que ho(a§) = 0 si et seulement si p1(Sin, — T2, +00) < D.

2. SiZ1 < o, alors il existe une unique valeur critique a§ < 1 telle que ha(a§) = 0. De plus, il existe

une unique valeur critique of > 1 telle que hi(a§) = 0 si et seulement si pa(Sin, — T1,+00) < D.

3. Si &1 = o, alors il existe deux valeurs critiques of = o§ = 1 telles que hi(a§) = ha(a§) = 0.

Preuve.

1. D’apres la condition (IV.15), nous avons S;, — &1 > Ag, alors
hl(O) = /LQ(Sm — 5~U1,0) —D > /1,2()\2,0) —D=0.
Dans le cas ou &9 < Z1, nous avons

hi(1) = p2(Sin — 1,%1) — D < p(Sin — &2,%2) — D =0,

O
car la fonction x; — p;(Sin — x4, ;) est strictement décroissante. De plus, hl(a) = MZ' Z; <0

ox;

pour i,j = 1,2 avec i # j. Par suite, il existe une unique solution af €]0, 1] telle que hy(a§) =0
(voir Fig. IV.9). En outre,

ho(1) = p1(Sin — &2,%2) — D > p1(Sin, — #1,21) — D =0
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et comme hy(-) est strictement décroissante, alors il existe une unique solution a§ €]1, +oo] telle
que ha(a§) = 0 si et seulement si

lim ho(a) <0 clest-a~dire p1(Si, — T2, +00) < D.

a—r+00

A

hl(O) [

ha(1)

hi(1)

Fig. IV.9 — Existence des deux valeurs critiques dans le premier cas : T2 < &1 et p1(Sin — T2, +00) < D.

2. De la méme maniére, nous traitons le cas Z1 < Zo.

3. Dans le cas &1 = T2, la fonction hq(-) est strictement décroissante et
hi(1) = p2(Sin — #1,%1) — D = po(Sin — T2,22) — D =0
donc il existe une unique solution af = 1 de I’équation hj(a) = 0. De méme, nous démontrons
que o5 = 1.

|
Sans perte de généralité, on se place dans le premier cas : T2 < &1 et pq(Sin — &2, +00) < D. Nous
démontrons le résultat suivant :

Proposition IV.9.
1. Si0 < a < af, alors il existe un unique équilibre strictement positif E*.
2. 8iof < a<as, alors il n'existe aucun équilibre strictement positif.

3. Si o > af, alors il existe un unique équilibre strictement positif E*.

Preuve. L’équilibre strictement positif est donné par la solution des équations
ki(z1,22) =0, pour =12

D’apres le Lemme IV.3, ces deux équations définissent deux fonctions zy = K;(z1), ¢ = 1,2. Nous
considérons la fonction

K(xl) = Kl(xl) - KQ([Bl).
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D’apres les Lemmes IV.3 et IV .4, il existe af < 1 et a§ > 1 tels que pour tout 0 < a < af,
K'(z1) = K} (21) — Kj(x1) < 0.
Par définition des fonctions h;(-) et hio(-), pour i = 1,2, nous avons les équivalences suivantes :
hi(af) < hi(a) <= D < pa(Sin — Z1,a81) <= hio(Z1) < h1a(T1) <= =1 > 21,
ha(a$) < ha(a) <= D < u1(Sin — T2, aZa) <= hoa(Z2) < hoo(T2) < T2 > To.
Ainsi, nous en déduisons que
K0)=23—32>0 et K(21)=—-K2(%1)<O0.

Par suite, il existe une unique solution x] €]0, Z1[ telle que Ki(z}) = Ka(z]) = x5, c’est-a-dire qu’il

existe un unique équilibre strictement positif E* (voir Fig. IV.10 (a)).

1

Fig. IV.10 — Les isoclines de (IV.16) selon le paramétre a.
Siaf <a<1,alors o > T2 et £1 < 21, c’est-a-dire
K(O) =To—T9>0 et K(i‘l) = —Kz(i‘l) > 0.

De plus, K'(x1) < 0, alors nous déduisons que I’équilibre strictement positif E* n’existe pas (voir Fig.
IV.10 (b)-(¢)). Si a = 1, alors K’'(x1) = 0 pour tout x; € [0,Z1] avec K(0) > 0. D’ott E* n’existe pas.
Sil< a < af, alors K'(z1) > 0 pour tout x; € [0,Z1] avec K(0) > 0. Ainsi, E* n’existe pas (voir
Fig. IV.10 (d)-(e)). Si a > a§, alors K'(z1) > 0, K(0) < 0 et K(Z1) > 0. Par suite, il existe un unique
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équilibre strictement positif E* (voir Fig. IV.10 (f)). [

Remarque 1V.3.

1. Pour a = 1, les isoclines du systeme (IV.16) avec x; # 0 sont données par I’équation

wi(Sin — Z,Z) =D, pour i=1,2

ou Z = x1+xo. Ainsi, Z = ¢; ou ¢; sont des constantes, c’est-a-dire ces isoclines sont des droites
et comme Z; est solution de I'équation p;(Si, — x4, x;) = D, alors xo = —x1 + &; pour ¢ = 1, 2.

Par suite, si &1 # Zo, alors il n’existe aucun équilibre strictement positif.

2. Pour &; = %9, nous avons af = a§ = 1. Si a # 1, alors il existe un unique équilibre strictement

4.2

positif (voir Fig. IV.11 (a)-(c)). Si @ = 1, alors il existe une infinité d’équilibres strictement

positifs qui sont donnés par la droite A d’équation : 9 = —x; + 1 (voir Fig. IV.11 (b)).

A (b) 2 A (c)

> L1 > L1

>

® > T1
0 T1 x1 0 T1 =11

Fig. IV.11 — Isoclines dans le cas 71 = 2 : (a) a <1, (b) «

Comportement asymptotique

Dans cette section, nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre du systeme (IV.16). La

matrice jacobienne en (X7, X2) du systéme (IV.16) est :

ou

mi1r Mmi2
J =
ma1  Ma22

0 0 ) 0
m11:< alfs*l+aul>xl+ﬂ1(5m—x1—96275”1+0“1"2)_D’ mm:( f;glJr 351)96

0 0 0 0
mo1 = ( 8{;’2 + « agz>$2, mog = < 8/32 + aMQ)l’QJFMZ(Sinxlx2,$2+a$1)D'

La matrice jacobienne en Ey = (0,0) est
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D’apres I'hypothese H10, nous avons p;(Sin,0) > D, pour i = 1,2, alors Ey est toujours un noeud

répulsif. Sans perte de généralité, on se place dans le premier cas :
To < I et m(Sm — CZ‘Q,-}-OO) < D.

Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition IV.10.
1. Si0 < a<af, alors E* est LES, alors que Ey et Eo sont des points cols.
2. 5ia=af, alors Ey est un neud-col et Ey est un point col.
3. Siaf <a<as, alors By est LES et Ey est un point col.
4. St o= a§, alors Ey est LES et Fy est un neud-col.
5

. St a> a5, alors E* est un point col, alors que Ey et Eo sont LES.

Preuve. La matrice jacobienne en Fy = (Z1,0) est
0 0 d 0
( O M)x ( om “1>f1
J = oS  0x oS Oxq
0 p2(Sin — 21, 1) — D

Donc 'équilibre E; est LES si et seulement si pa(Si, — 21, 1) < D, c’est-a-dire si @ > «f. La matrice

jacobienne en Ey = (0, Z2) est

p1(Sin — T2, t2) — D 0
J2 = (_3M2+ 3#2)3? ( 3#2_’_3#2)%
S " Oxy) S " Oxs

Donc I’équilibre Ey est LES si et seulement si 11 (S, — T2, aZa) < D, c’est-a-dire si @ > «§. La matrice

jacobienne en E* = (a7, x3) est

(_%ﬁm)x* (amwaﬂl)ﬁ
0S ' Ory oS or1) 1

<—8m—|—aam>x* <8M2+8M2>x*
aS Oy ) 2 aS o 2

O Opa 3#13M2>+(1_ 2>3M13M2] o
oS Oz Oz OS Oy Oxo | " 1%

O v = +
89S 1T BT 982 T Byt

Si 0 < a < 1, alors det Jg« > 0 et par suite, les deux valeurs propres de Jg~ sont a partie réelle

Nous avons

det Jg» = {(a -1) (

8/‘61 ¥ aMQ Tk a#

tr Jgx = — <0.

strictement négative. Ainsi, £* est LES. Si a > 1, alors det Jg= < 0 et E* est un point col. |
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Remarque 1V.4. Dans le cas ou &1 = Zo, si a < 1, alors E* est LES, alors que Ey et Es sont des
points cols. Si a > 1, alors E* est un point col, alors que Ey et Fy sont LES. Si o = 1, alors E*, F;

et E5 sont des nocuds-cols.

Nous pouvons vérifier le résultat suivant de la méme maniére que pour la Prop. IV.8.

Proposition IV.11. Dés que ’équilibre strictement positif E* existe et est LES, il est GES sur le

quadrant ouvert positif.

Le Tab. IV.1 résume la Prop. IV.10 dans le cas &3 < Z1 et u1 (S — T2, +00) < D, ainsi que le cas
T1 < T et po(Sin — T1,+00) < D. La lettre S signifie que I’équilibre est stable, la lettre C signifie que
I’équilibre est un point col et N.C signifie que 1’équilibre est un nceud-col. L’absence de lettre signifie

que I’équilibre n’existe pas.

Le cas Z9 < I E; FEy E* || Lecas 1 < 9 E; FEy E*
1) a<aof C C S ||1])a<af C C S
2) a=af N.C C 2) o= a5 C N.C

3) af <a<as C Jas<a<aj| C

4) a = a§ S N.C 4) a = af N.C

5) a > a$ S S C || 5) a>af S C

Tab. IV.1 — Equilibres et leur nature.

4.3 Simulations numériques

Dans la suite, nous illustrons les résultats mathématiques de I’étude du modele densité-dépendant
intra et inter-spécifique (IV.16). Nous considérons les taux de croissance densité-dépendant suivants

qui sont obtenus a partir du modele de floculation (II1.17) avec n = 2,
(S, @i + axy) = fi(S)pi(zi + ax;) + gi(S) [1 — piw; + axy)], 0,7 =12, i#],

ou
Bi mi1 S

" Bi+ Ai(zi + ax;)’

pi(x; + axj)
Nous choisissons les valeurs suivantes des parametres
mi1 =2, a1 =195, m9o =15, a9 =15, mi2 =22, aja=2, mo=2, agp =23,
Sin=5, D=1, A1=2, B1=3, A2=3 et By =4,

qui vérifient les hypotheses H8-H10 et la condition (IV.15). Les deux valeurs critiques sont données

par af ~ 0.507 et o ~ 1.866. La Fig. IV.12 montre 'existence d’un unique équilibre strictement
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Fig. I'V.14 — Isoclines du systéme (IV.16) et bistabilité pour o = 8
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positif E* qui est GES pour 0 < o < af ou o = 0.2. Ensuite, il y a une bifurcation nceud-col pour
a = af ou l'équilibre E* disparait et ’équilibre E; change de comportement et devient LES pour
af < a < af (voir Fig. IV.13 pour o = 0.6). Finalement, il y a une deuxiéme bifurcation nceud-col
pour o = o ou 'équilibre E devient LES avec apparition d'un équilibre strictement positif E* qui
est instable pour o > «§. Dans ce cas, le systéme (IV.16) présente la bistabilité (voir Fig. IV.14 pour
a=8).

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modele densité-dépendant intra-spécifique de plusieurs
especes avec un taux de prélevement de chaque espece dépendant de la concentration de la méme
espece. Nous avons utilisé la technique de la caractéristique a 1’équilibre [44, 45], ot nous avons montré,
dans certains cas, 'existence d’un unique équilibre strictement positif qui est LES. Dans d’autres cas,
nous pouvons avoir plusieurs équilibres strictement positifs. Puisque cette technique ne s’applique pas
dans le cas ou les taux de croissance dépendent de toutes les espéces, nous avons utilisé la méthode
des isoclines pour I’étude du modele densité-dépendant intra et inter-spécifique.

Nous avons appliqué cette méthode pour ’étude du modeéle densité-dépendant intra-spécifique avec
deux especes et les mémes taux de dilution, ol nous avons retrouvé le résultat de Lobry et al. [42].
Plus précisément, puisque le systéme est conservatif, le modele d’ordre trois (IV.10) peut étre réduit
au modele de second ordre (IV.14). Nous avons étudié l'existence de 1’équilibre strictement positif
dans le plan en utilisant les isoclines. Par ailleurs, nous avons étudié le comportement asymptotique
local et global de I’équilibre strictement positif.

Pour voir l'effet de la compétition inter-spécifique sur la coexistence des especes, nous avons ana-
lysé le modele densité-dépendant intra et inter-spécifique ainsi que les bifurcations selon le terme de
compétition inter-spécifique. Pour un terme assez petit, il y a persistance stable de 1’équilibre stric-
tement positif qui est GES. Pour un terme assez grand, le systeme présente la bistabilité avec deux

bassins d’attraction ou 1’équilibre strictement positif est un point col.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés en partie dans [20].
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Chapitre V

Modele de digestion anacrobie a trois ¢tapes

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons un modele de digestion anaérobie a trois étapes dans un ché-
mostat, comprenant 'hydrolyse du substrat qui peut étre sous forme particulaire. Nous considérons
que le chémostat fonctionne en mode continu, c’est-a-dire que le débit d’entrée @ est égal au débit de
sortie. Nous notons par ailleurs D = % le taux de dilution du systeme avec V' le volume du réacteur.
Souhaitant étudier ce modele dans un contexte le plus générique possible, nous considérons la possibi-
lité de découpler le temps de séjour des solides et le temps de séjour hydraulique (%) en introduisant
le parametre «, a € [0, 1], qui représente la fraction de la biomasse qui quitte le réacteur ainsi que
proposé par [7] pour modéliser un réacteur a biomasse attachée sur le support. Avec ces notations, le

modele a trois étapes s’écrit :

Xo = DXgin — aDXg — 1o,

Si = D(Sipn — S1) + koro — ki1 (S1) X1,

X1 = [m(S)—aD] X, (V.1)
Sy = D(Sain — S2) + kop1(S1) X1 — kspa(S2) Xa,

Xy = [2(S2) — aD] X,

ou Xy, désigne la concentration du substrat lentement biodégradable & l’entrée du chémostat et
Sjin,Jj = 1,2, la concentration du substrat j a 'entrée du chémostat. Avant de passer a ’analyse de ce
modele, les hypotheses suivantes sont introduites. D’apres le principe de conservation de la matiere,

on a les inégalités :

to to
/ roVdr > koroVdr <— 1= ko,
¢

1 Jt1
qui s’interpretent de la maniéere suivante : pendant une unité de temps, la quantité de Xy dégradée est
supérieure ou égale a la quantité de S1 produite. De méme, on a k1 > 1+ ko et k3 > 1, c’est-a-dire que
la quantité de S; dégradée est supérieure ou égale a la quantité de biomasse X1 qui s’est développée
et de S produit. La quantité de So dégradée est supérieure ou égale a la quantité de biomasse Xy qui

s’est développée.
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Ce chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, nous étudions le modeéle (V.1) en supposant
que le taux de croissance p1 est monotone et j est non monotone avec ro = kpyqXo. Ce modele est dit
sans compartiment microbien hydrolytique. Ensuite, nous étudions le sous-modele avec compartiment
microbien hydrolytique ou rg = po(Xo)Xi, en supposant que les taux de croissance p;,7 = 0,1 sont
monotones. Nous montrons que le sous-modele peut présenter une bistabilité. Puis, nous étudions le
cas ou le taux de croissance pg est monotone et p; est non monotone. En outre, nous étudions le sous-
modele avec un taux de croissance g densité-dépendant et p; monotone. Finalement, nous étudions
I'existence et le comportement asymptotique des points d’équilibre du modeéle a trois étapes avec des
taux de croissance pg et g1 monotones et pus non monotone. Nous démontrons l’existence d’au plus

neuf points d’équilibre dont quatre sont strictement positifs et dont un est LES.

2 Modeéle sans compartiment microbien hydrolytique

Nous supposons que
H1 : La fonction p;(.) est monotone avec p;(0) = 0. L’équation p1(S1) = aD admet une unique
solution \; = py!(aD).
H2 : La fonction po(.) est non monotone avec p2(0) = 0. L’équation p2(S2) = aD admet deux
solutions A\y,i = 1,2, tel que A} < \3.

Si ro = knyqXo, alors la premiere équation du systeme (V.1) dépend seulement de la variable X, et

X converge globalement vers son équilibre

. D
0= khyd + aD

Oin -

A Téquilibre de Xj, les quatre derniéres équations du systéme (V.1) se réduisent au modele AM2,

[5, 6], suivant :

S1 = D(S{iy, — S1) — kau (S1) X1,
X1 = [Ml (Sl) — aD] Xl, (V 2)
Sy = D(S2in — S2) + kap1(S1) X1 — k3pa(S2)Xo,
Xo = [u2(S2) — aD] Xo,
ou "k
St = Stin + X0,
Lin ! + khyd + aD 0

A chaque équilibre F = (SF, X7, S3, X3) du modele (V.2) correspond un équilibre E = (X, SF, X5, S5, X3)
du modele (V.1). De plus, la stabilité locale de ces derniers est déduite de celle des équilibres corres-
pondants F de (V.2). L’analyse du systeme (V.2) a été faite dans [5, 6]. A partir de cette étude, nous

obtenons le résultat suivant :

148



V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

Proposition V.1. Les points d’équilibre du systéme (V.1) sont donnés par
1. Ey = (X§, STin: 0, S2in, 0) qui eziste toujours.
2. Bf = (X§,8%,,0,\5, X3), i = 1,2, avec X§ = ,%%(ng — XY, qui existe si et seulement si
Soin > \b.
3. EY = (X}, M1, X7,83:,,0) avec

k
Xik = (szn_Al) et ngn:SQZn"Fk*i(Sin_)‘l)?

1
k:la
qui existe si et seulement si S7;, > Ai.
4. By = (X5, M, X1, 0, X57), i = 1,2, avec X3 = k%a(S;m — \y), qui existe si et seulement si

Nous rappelons que la condition de persistance des especes X7 dans le modele AM2 est Ay < Siin,
[5, 6]. Par Deffet de 'hydrolyse, Siin a été augmentée a S7;,. La condition de persistance de 'espece
X1 dans le modele d’hydrolyse devient A\; < S7;,, ; assez logiquement puisque recevant davantage de

substrat, ’espéce 1 se trouve favorisée par I'ajout du terme d’hydrolyse.

3 Sous-modeéle avec compartiment microbien hydrolytique

Dans la suite, nous nous intéressons a 1’étude du sous-modele donné par les trois premieres équa-
tions du systeme (V.1) avec rg = uo(Xo)X1, que nous pourrons découpler des deux derniéres équations,
puisque les trois premiéres équations ne dépendent pas des variables Xs et Sy. Ainsi, nous nous pro-

posons d’étudier I'existence et la stabilité des points d’équilibre du sous-modeéle suivant :

Xo = D(Xoin — aXo) — po(Xo) X1,
S1 = D(S1in — S1) + kopo(Xo) X1 — ki1pr (S1) X1, (V.3)
X1 = [ (S1) — aD] X;.

On fait ’hypothese suivante :
H3 : La fonction g est strictement croissante, po(0) = 0 et pg(Xo) < 0 pour tout Xy € }O, % [

Dans le cas ou la fonction pg est linéaire ou de type Monod, I’hypothese H3 est vérifiée. On a le

résultat suivant :

Proposition V.2. Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéeme (V.3) restent positives

et bornées pour tout t > 0.

Preuve. Soit X((0) > 0, dés qu'il existe un premier temps tg > 0 tel que Xy(tg) =0, on a

X()(to) = DXopin > 0.
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D’ou Xo(t) = 0 pour tout ¢t > t9. Comme Xo(t) > 0 pour tout t € [0, o], donc Xo(¢) > 0 pour tout
t > 0. Soit X1(0) > 0, des qu'il existe un premier temps tg tel que X1(t9) =0, on a

X, (tg) = 0.

D’ot X;(t) = 0 pour tout t > tp. Comme X;(¢t) > 0 pour tout ¢ € [0, %], donc X;(¢) > 0 pour tout
t = 0. Soit S1(0) > 0, dés qu'il existe un premier temps to tel que Si(tp) = 0, on a

S1(to) = DS1in + kopto(Xo)X1(to) > 0.

D’ou S1(t) = 0 pour tout ¢ > t9. Comme S1(t) > 0 pour tout ¢ € [0,¢o], donc Si(¢) > 0 pour tout
t > 0. Par conséquent, les solutions restent positives.
Soit Z = koXo + S1 + k1X1. En multipliant la premiére équation du systéeme (V.3) par kg et la

troisieme équation par ki, et faisant la somme des trois équations, nous obtenons
Z(t) = koD Xoin + DS1in — koaDXo(t) — DSy (t) — kiaDX1(t) < Sin — aDZ(t)
avec Sy, = D(koXoin + S1in). Posons V (t) = aDZ(t) — S;y,, alors
V(t) < —aDV(t).

D’apres le lemme de Gronwall, on a
V(t) < V(0)e Pt

Nous déduisons que

Si
aD

Z(t) < { + (Z(O) Si ) eo‘Dt} < max <Z(0) Sm) , pour tout t > 0.

- aD "aD

Par conséquent, les solutions sont bornées.
Dans la suite, nous nous proposons d’étudier I’existence des points d’équilibre du systéme (V.3)

sous les hypothéses H1 et H3. L’équilibre de lessivage

X .
Fy= (02”, Slm,0> (V.4)
o
existe toujours. Pour montrer 'existence des équilibres strictement positifs, nous considérons la fonc-
tion D(X o)
0in — QA
§(Xo) = v
to(Xo)
et A la droite d’équation
1
X; = 5(X0) = klia [(Slm — /\1) + k‘o(XOin — OLX())] .
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

La recherche des équilibres strictement positifs revient a trouver les solutions de 1’équation

§(Xo) = 6(Xo),

voir Figs. V.1, V.2 et V.3. Nous étudions, pour cela, la fonction H(Xy) = £(Xo) — 6(Xp). La fonction

H'(Xy) s’annule si et seulement si ¢'(Xg) = —’,z—(l’.
Xoin

Lemme V.1. Sous l’hypothese H3, la fonction & s’annule en =%

, elle est décroissante et convere.

Preuve. Pour tout X, € }O, ng" [, nous avons

aD §(Xo)

&(Xo) = — — Xp) <0 V.5
( 0) ,UO(XO) MO(XO)MO( 0) ( )
“ €(X,) 4(Xo)
"(Xp) = — 20y 90RO erx iy g,
&%) M0<X0>MO( o) /io(Xo)é (%o)
D’ott £ est décroissante et est convexe sur }O, % { |
Lemme V.2. L’équation &'(Xy) = —Z—(l’ admet une unique solution Xo € }0, %{ st et seulement si

Xoin ko
/ P
¢ < o) ) ~ ki

Preuve. D’apres le Lemme V.1, la fonction & est strictement croissante sur }O, %} D’apres (V.5),
nous déduisons que
lim O§'(X0) = —00.

Xo—

Par suite, il existe une unique solution Xy € }0, %{ de I’équation &'(Xy) = —i—? si et seulement si

Xoin ko
/ —_——
¢ ( o ) ~ ki
[ ]

On peut facilement vérifier I’équivalence suivante, qui donne deux cas possibles sur I'existence des

équilibres strictement positifs du sous modele (V.3)

X in k X in
f/( . ) >0 = koo <0 > > kiaD.
« kq o

3.1 Lecas¢ (%) < _%

Nous commencons par montrer ’existence d’au plus un équilibre strictement positif suivant la

concentration du substrat a l’entrée du chémostat Si;, dans le cas & (%) < —Z—‘f (voir Fig. V.1).
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

Notons que, dans ce cas, 'intersection de la droite A avec le graphe de la fonction & est soit vide, soit
un unique point qu’on notera F; = (X, X7). Ce point correspond & un équilibre F} = (X, A\, X7) de
(V.3) que l'on notera par la méme lettre F}'. En effet pour ne pas multiplier et alourdir les notations,
nous noterons par la méme lettre un équilibre F* = (X, A1, X7) du systeme (V.3) et sa projection
F* = (X, XT) dans le plan (Xo, X7).

Proposition V.3.

1. Si Stin > A1, alors il existe un unique équilibre strictement positif
FY = (Xg, A1, X7) (V.6)

avec X est solution de l’équation &(Xo) = 0(Xo) et X = 6(X{) (voir Fig. V.1 (a)).

2. Si S1in < A1, alors il n’existe pas d’équilibre strictement positif (voir Fig. V.1 (b)-(c)).

Preuve. D’apres le Lemme V.1, nous avons

& (Xo) < ¢ <ngn) < —:(1), pour tout Xg € ]0, Koin [
c’est-a-dire H'(Xg) = & (Xo) + %’ < 0. De plus,
)}(i)rEOH(XO) = +o00.
1. Si Siin > A1, alors H (%) =0 (%) < 0. Par suite, il existe une unique solution

Xg € |0, Xoun [ de Véquation £(Xo) = 3(Xo) avee X} = 6(X) (voir Fig. V.1 (a)).

2. Si S1ip < A, alors H (%) > 0. Comme H est strictement décroissante sur }0, %[ alors
I’équation £(Xo) = §(Xo) n’admet pas de solution sur }0, %[ et ’équilibre strictement positif
n’existe pas (voir Fig. V.1 (b)-(c)).

[ |

~ ~__Fo
- S

Xo

Xo

Fig. V.1 — Existence des points d’équilibre selon le paramétre Siin. (a) S1in > A1. (b) S1in = A1. (€) S1in < A1.
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

Nous remarquons que lorsque Si;, = A1, F} bifurque avec Fy. Nous choisissons la couleur rouge
pour le point d’équilibre LES, la couleur bleue pour le point d’équilibre instable et la couleur verte pour
le point d’équilibre nceud-col (voir Figs. V.1-V.18). Nous montrerons le comportement asymptotique
des points d’équilibre du sous-modele (V.3) dans les Props. V.5 et V.6.

1 (X in ki
3.2 Lecas¢ (%) >

Dans ce cas, nous démontrons que l'intersection de la droite A avec le graphe de la fonction &,
si elle n’est pas vide, comporte un ou deux points qu’on notera F} = (Xg, X7) et FI™* = (X§*, X{7)
(voir Fig. V.2). Ces points correspondent, respectivement, aux points d’équilibre F}" = (X, A1, X7) et
Fi* = (X§%, M\, X7) de (V.3) que 'on notera par les mémes lettres Fy et Fy™*. L’équation &'(Xy) = —Z—S

admet une unique solution notée Xy. Nous posons X; = & (Xo). Noter que
Fi = (X0, A1, X1) (V.7)

est un équilibre strictement positif du systeme (V.3) (voir Fig. V.3 (d)). Soit Si;, la valeur de Sy,

pour laquelle

_ _ ko - 1 _
X1 =4(Xo) = —5 %o+ B avee B=3(0)=— [(Stin = M) + ko Xoin | -

D’ou

glm = a(kl)_fl + kOXQ) + )\1 — koXom.

X (a) X (®) X1 ()

Fig. V.2 — Existence des points d’équilibre selon le paramétre S1in. (a) A1 < S1in. (b) S1in = A1. (¢) max(0, 5‘1m) <
Stin < A1.

Remarque V.1.
— Si Syin < 0, alors le cas limite de la droite obtenu pour Si;, = 0 se trouve dans (c).
— Si Siin = 0, alors le cas limite de la droite obtenu pour St = 0 se trouve dans (d).
— Si Sy > 0, alors le cas limite de la droite obtenu pour Si;, = 0 se trouve dans (e).

Le dernier cas (e) pouvant étre vide lorsque St;, < 0.
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

—e Xo —e Xo

Flg V.3 — (d) Stin = S’Mn. (e) 0< Stin < maX(O,S’lm).

Proposition V.4.
1. Si A1 < Siin, alors il existe un unique équilibre strictement positif Fy (voir Fig. V.2 (a)-(b)).
2. 8i max(0, S1in) < S1in < M1, alors il existe deux équilibres strictement positifs Fy et Fy* (voir
Fig. V.2 (c)).
3. 8i Siin = Stin, alors il existe un unique équilibre strictement positif Fy (voir Fig. V.3 (d)).

4. Si Siin < max(0, Syip), alors il n'existe aucun équilibre strictement positif (voir Fig. V.3 (e)).

Preuve. D’apres le Lemme V.1, la fonction H est convexe et

lim H(Xg) = )

At 1K) = o

Si S1in = A1, alors H (%) < 0. Par suite, il existe une unique solution X§ € }O, %{ de I’équation
H(Xp) =0 (voir Fig. V.2 (a)-(b)).

Pour S1;, = S1in, nous considérons la fonction

_ 1 _

H(Xo) = &(Xo) — o [(Slm — A1) + ko(Xoin — aXo)} :
Comme H'(Xo) = H'(Xy), alors d’apres le Lemme V.2, il existe une unique solution Xy € }O, %{
de I'équation H'(Xo) = 0. De plus, H est convexe et

D’ou Péquation H(Xp) = 0 admet une unique solution X € ]0, %{ (voir Fig. V.3 (d)).
Si S1in < max(0, Slm), alors

H(Xo) > H(Xp)> min H(X)=0, pour tout Xy € ]0,
XG}O,M[

o

Xoin [

Par conséquent, I’équation H(Xy) = 0 n’admet pas de solution (voir Fig. V.3 (e)).
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

Si max (0, Slm) < Siin, alors

min  H(X)< min H(X)=0.
Xeo,X0in | Xe|o,X0in |

De plus, H est convexe et pour Sy;, < A1, nous avons H (%) > 0. Par suite, il existe deux solutions

X et X§* dans }O, Xoin { de I'équation H(Xy) = 0 (voir Fig. V.2 (c)). [

«

3.3 Stabilité locale

Nous étudions, ici, la stabilité locale des points d’équilibre du systéme (V.3). La matrice jacobienne
en (Xo, S1,X1) est :

—[aD + pp(Xo)X1] 0 —110(Xo)
J= koo (Xo0) X1 —[D + k1py (S1)X1] kopo(Xo) — krpa (S1)
0 11 (S1) X1 p1(S1) — aD

Proposition V.5. Fy est LES si et seulement si 1 (S1in) < aD.

Preuve. La matrice jacobienne en Fy = (Xgi" , S1in, 0) est égale a
—aD 0 —po(2)
Jo = 0 =D kopo(F22) — kypi1 (Stin)
0 0 p1(S1in) — D

Les valeurs propres sont —aD, —D et pu1(S1in) — aD. Ces valeurs propres sont strictement négatives

si et seulement si p1(S1in) — aD < 0. [ ]

Proposition V.6.
1. Si FY existe, alors il est LES.

2. Si F* existe, alors il est instable.

Preuve. La matrice jacobienne en F}' = (X, A1, X{) est égale a

—miy 0 —mi3
Ji=1| ma  —ma 0
0 ma9 0

ou
mi1 = aD + pg(X) X7,  miz = po(Xg), mar = kopo(Xg) X7,

Moy = D + ki (M) XY, 0 = kopo(Xg) — k1aD,  maz = py (M) X7
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

avec mi1,mi3, Ma1, Mo et mao sont strictement positifs. Le polynéme caractéristique de J; est donné
par

PJI ()\) = CO)\S + Cl)\Q + 62/\ +c3
avec

co=—1, c1=—(mu+maw), c2=-—muma+0msz, c3=—mz(mamiz—0mi).
D’apres le critere de Routh-Hurwitz, F* est LES si et seulement si
¢ <0, i=0,...,3
c1co — coeg > 0.

On peut facilement vérifier que

ca = lkopo(X3) — kiaD])msa — [aD + pg(Xg) X1 [D + kimss)]
= [kopo(Xg) — kimi1] mag — P

avec P = aDmas + Du((X§) X5, qui est strictement positif. En remplagant £(X() par son expression

(V.5), nous obtenons
ko kopo(X§) — kimiy

X+ = T k()

Par suite, i
2 = €105 + 12 ko X maz — P.
Si ¢'(X§) < —%’, alors cg < 0. De plus,

k
%=mmw%m@@—hwﬂmeDk@®+£MwW%)

qui est strictement négatif si et seulement si {'(Xg) < —],z—(l). Finalement,

C1C2 — CpC3 = —Mq1C2 + €3 — M2aC2
= —[aD 4 pup(X5)X7] c2 + e3 — mazcy
= aDP — MB(XS)XTCQ — M9ocCy

qui est strictement positif si £'(X() _11%(1)' Comme Fy vérifie &'(X() < —’,z—?, alors il est LES et F;™*

vérifie &'(X§*) > —%’, alors il est instable, ce qui acheve la preuve de la proposition. |

3.4 Sous-modele avec un taux de croissance j; non monotone

Dans la suite, nous étudions 'existence des points d’équilibre positifs du systeme (V.3) sous I’hy-

pothese suivant :
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

H4 : La fonction p; est positive, non monotone et vérifie p;(0) = 0. L’équation p;(S1) = D admet

deux solutions A1 et Ay avec A1 < Aa.

Soit A; la droite d’équation

1 .
X1 =6;(Xo) = kToz[(Slm — i) + ko(Xoin — aXo)], i=1,2.

Les équilibres strictement positifs F;" = (X§;, \i, X;) du systeme (V.3) sont donnés par les solutions
des équations (voir Fig. V.4).
X1 = 6i(Xo;) = €(Xoy), i=1,2.

Les cas & (%) < —%’ et & (%) > —%’ doivent étre distingués.

3.4.1 Lecas ¢ (%) < —%(1)

Proposition V.7.
1. 8t Siin > Ao, alors il existe deux équilibres strictement positifs F; = (Xg;, Mi, X7;), ¢ = 1,2 (voir
Fig. V.4 (a)).
2. Si A2 = S1in > A1, alors il existe un unique équilibre strictement positif FY. (voir Fig. V.4 (b)).

3. Si Stin < A1, alors il n’existe aucun équilibre strictement positif. (voir Fig. V.4 - (c)).

X1 (a) X1 \ (b) X1 ()

\ Ce
\

o\

L 4 XO XO ® XO
o Fo
Fig. V.4 — Existence des équilibres selon le paramétre S1in. (a) A2 < Stin. (b) A1 < S1in < A2. (¢) S1in < A1.
1 Xoin _ ko
3.4.2 Lecas¢ (T) > =5
Dans ce cas, nous démontrons que lintersection de la droite A;, ¢ = 1,2, avec le graphe de

la fonction &, si elle n’est pas vide, comporte un ou deux points qu’on notera F; = (X, X7;) et
Fr* = (Xg¥, X37F) (voir Figs. V.5, V.6 et V.7). Ces points correspondent, respectivement, aux équilibres
Fr = (X§;, Ni, Xi;) et F7* = (X§, A, Xi)) de (V.3) que I'on notera par les mémes lettres F;* et F;™.
L’équation &'(Xy) = —’,z—(l’ admet une unique solution notée X,. Nous posons X; = £(Xj). Notons que

F; = (Xo, \i, X1) (V.8)
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est un équilibre strictement positif du systéme (V.3) (voir Fig. V.6 (d)). Soit Si

pour laquelle

1in la valeur de Sy

X, =96 (XO) =—"X,+B avec B =§(0) = o {( Stin — Ni) + koXom] .
D’ou,
im = Oé(k‘le + k‘o)_(o) + )\z - kOXOin-
X X X
' (a) o (b) ' ()
Ce \
Fr \
F] F
Fy A1
As "
Fy
Fy*
@ Xo ® Xo et Xo
Fo Fo Fo
Fig. V.5 — Existence des équilibres selon le paramétre Siin. (a) A2 < Siin. (b) Siin = A2. (¢) St < Stin < Az.
X X
1 (e) ! ()
by
Xo Xo = Xo
I
Fig. V.6 — (d) Siin = Sfin. (€) M < Stin < S3in. (£) Stin = A1
X X X
' \ (@) 1 \ () ' (0
Fy
Fy
Fr~
@ Xo ® Xo et Xo
F(] F(] E)

Fig. V.7 — (g) Siin < Stin < A1. (h) Stin = Sii. (i) Stin < Stin-

Nous distinguons deux cas qui peuvent se présenter, soit 0 < A\; < SZ,, ou A\; > 5%, . En utilisant
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des arguments similaires a ceux de la Prop. V.4, nous démontrons le résultat suivant dans le cas ou

Proposition V.8.

1.

7.

Si Siin = A2 > A1, alors il existe deux équilibres strictement positifs F;* avec i = 1,2 (voir Fig.
V.5 (a)-(b)).
Si S’%m < Stin < A2, alors il existe trois équilibres strictement positifs F}, i = 1,2 et F5* (voir

Fig. V.5 (c)).

Si Syin = S%,,, alors il existe deur équilibres strictement positifs Fy et Fy (voir Fig. V.6 (d)).

S A < S < g%in, alors il existe un unique équilibre strictement positif Fy (voir Fig. V.6

(e)-(1))-

Si max (0, S%;,) < Siin < A1, alors il existe deux équilibres strictement positifs Fy et Fy* (voir
Fig. V.7 (g)).

Si S1in = max(0,5%;,), alors il existe un unique équilibre strictement positif [y (voir Fig. V.7
(h)).

Si S1in < max(0,S4,,), alors il nexiste aucun équilibre strictement positif (voir Fig. V.7 (i)).

Remarquons que les cas h et i pouvant étre vides lorsque Si;, < 0. Dans le cas ott S%,, < A1, nous

avons le résultat suivant :

Proposition V.9.

1.

7.

Si Stin = A2 > A1, alors il existe deux équilibres strictement positifs Fy et F5 (voir Fig. V.8
(a)-(b)).
Si A1 < Stin < A2, alors il existe trois équilibres strictement positifs Fy, Fy et F5* (voir Figs.

V.8 (c) et V.9 (d)).

Si max(0, S’%Z-n) < Stin < A1, alors il existe quatre équilibres strictement positifs FY', Fy, Fi™ et
E5* (voir Fig. V.9 (e)).

. Si Stin = max(0,5%,), alors il existe trois équilibres strictement positifs Fy, Fy et Fy* (voir

Fig. V.9 (f)).

Si max(0, S1;,) < Sin < max(0,S%,)), alors il eviste deuz équilibres strictement positifs Fy et
Fy¥* (voir Fig. V.10 (g)).

Si Syin = max(0, 51, ), alors il existe un unique équilibre strictement positif Fy (voir Fig. V.10
(h)).

Si Siin < max(0,S},,), alors il nexiste aucun équilibre strictement positif (voir Fig. V.10 (i)).

Remarquons que les cas f, g, h et i pouvant étre vides lorsque 5'121-“ < 0.
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= (®) i
Fy
Fy
@ Xo A Xo Xo
Fy Fo
Fig. V.8 — Existence des équilibres selon le paramétre S1in. (a) A2 < Stin. (b) S1in = A2. (¢) A1 < Stin < A2.
i @ o
Fy
Fy
— XO A XO XO
Fo FO
Fig. V.9 — (d) Siin = M. (€) Siin < Stin < Ai. (f) S1in = Siip-
i (9) o (h) = (i
Fr
Iy
Fy=

° Xo = Xo g Xo

Fy

Fig. V.10 — (g) S, < Stin < Siin- (h) Stin = Siin. (i) S1in < Siin.
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

3.4.3 Stabilité locale

La stabilité locale des points d’équilibre F}' et Fy* est la méme que celle de la section 3.3. Dans la
suite, nous étudions la stabilité locale des points d’équilibre iy = (X§, A2, X7) et F5™* = (X§*, A2, X17)
lorsqu’ils existent, dans le cas ou le taux de croissance pp est non monotone. L’étude de la stabilité

locale de F3* est la méme que celle de F3. La matrice jacobienne en Fy est égale a

—mi1 0 —m13
Jo=1| my B 0
0 —ms32 0

avec
mi = aD + po(Xg) X7, mag = po(Xg), mar = kopo(Xg)XT,

B=—[D+kpy(X)XT], 0 =kopo(X5)—kiaD, mzy = —pj (X)X}

avec mq1,mi3 et moy sont strictement positifs. De plus, mgg est strictement positif puisque p} (A2) < 0.
On a
0X7 = kopo(Xg) X7 — ki1 (A2) X7 = —D(S1in — A2)
c’est-a-dire
—D(S1in — A2)

0 =
Xq

qui est strictement négatif si et seulement Si;, > Ao. Le polyndme caractéristique de Js est donné par
PJ2 ()\) = C())\3 + Cl)\2 + CQ/\ +c3

avec

co=—1, c1=p—-miu1, cg=muf—0m3z, c3=mza(marmiz—0Omy).

Remarquons que si S, = A2 alors 6 < 0 et par suite c3 > 0, c’est-a-dire que F; est instable. Nous

montrons le résultat suivant :

Lemme V.3.

1. co <0 si et seulement si

k
— |:€/(X8<) + k_O:| k1m13m32 — Dmu + kloszgg < 0. (Vg)
1
2. c3 <0 si et seulement si &'(X§) > —Z—(l).
3. cico — coez > 0 st et seulement si
mi1 82 + maamaimiz > miy B + ma6. (V.10)

161



Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

Preuve. Par le méme calcul du coefficient ¢o dans la preuve de la Prop. V.6, nous avons
ca = mui(—=D + kimga) — (komiz — kraD)maa

= —Dmqi + kiaDmss + (kimar — komig)maz
= —Dmq1 + kiaDmszp — {ﬁl(Xék) + %ﬂ k1mizmsa.

De méme, nous vérifions que

k
C3 = —mggaD |:§/(X6k) + k'(l):| k1m13

qui est strictement négatif si et seulement £'(X) > —Z—‘l’. Nous avons

cicy — cocs = ma1 82 — miy B+ maa(marmaz — 0)3)
qui est strictement positif si et seulement la condition (V.10) est vérifiée. [

Proposition V.10.
1. Si Fy existe, alors il est instable.

2. Si F5* existe, alors il est LES si et seulement si B < my; et les conditions (V.9) et (V.10) sont
vérifiées.

Preuve. Comme Fy vérifie &'(X() < —Z—?, alors d’apres le Lemme V.3, c3 > 0 et par suite Fy est

instable. Comme Fy* vérifie £'(X§*) > —Z—‘f, alors les conditions du critere de Routh-Hurwitz sont

vérifiées si et seulement si B < my; et les conditions (V.9) et (V.10) sont vérifiées. [

Remarque V.2. Si Fy* existe telle que 8 < 0, c’est a dire D + ki) (A2) X7* > 0, alors les conditions
(V.9) et (V.10) sont vérifiées et par suite F5™ est LES.

3.4.4 Simulations numériques

Dans la suite, nous démontrons que les conditions du critére de Routh-Hurwitz, pour vérifier la
stabilité de I’équilibre F5*, ne sont pas toujours satisfaites. Nous étudions les variations des valeurs
propres de la matrice jacobienne évaluée en F5* en faisant varier le parametre Sy;,. La Fig. V.11 a
gauche illustre le passage des deux valeurs propres conjuguées du demi plan positif vers le demi plan
négatif en faisant varier le parametre Sy;, de Sfm a Ao. La Fig. V.11 a droite montre que les deux
valeurs propres sont conjuguées a partie réelle strictement positive pour tout Sy, G]S'%in, SC’"“[ et a

lin
Crit

partie réelle strictement négative pour tout Sy, €S, A2[. En fait, la matrice jacobienne évaluée en

F5* admet une valeur propre réelle strictement négative A3 et un pair de valeurs propres conjuguées

qu’on note par

Ni(S1in) = a(S1in) £ iB(S1in), i=1,2
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a(S1in)
/B(Slln) 24
3o
e ® ® e
_ ) 24 14
)\1 L4
14
° ° Crit
A3 ° Slin
‘ . (S 0 — e Slin
s 4 73 s R ol 3 ( 1171) 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4 1.6

o

Fig. V.11 — Bifurcation de Hopf sous-critique : variation des deux valeurs propres conjuguées de la matrice
jacobienne en Fy™ en fonction de Siip.

qui devient purement imaginaire quand Sy;, = Sl(’;;fft. Dans le cas S1in €]A1, A2[ (voir Fig. V.8 (c)), les
points d’équilibre Fp et F5 sont instables et I’équilibres strictement positifs F}* est LES. Les simulations
montrent que Fy* est un foyer-col pour Sy, €]A1, SST[ avec Ay ~ 0.121 et ST ~ 0.865 (voir Fig.

lin lin
V.12 & gauche).

’ *
Flf7\ F/\
4 "
o ¥ o %
2 35 2 Las
Ly B
25 Los
b X . X,
1.5 Lis
B < H1
A SF | T—— N B e
5 0.5 - Los
Fo> S Fy? \S
4 0 3 .
S 6
6 5.‘5 5: 4'5 4‘ 3'5 3 25 2 : 5}5 5! 4!5 4! 3!5 :; Z,‘S ]
Xo Xo

Fig. V.12 — Convergence globale vers F} pour Si;, = 0.8. Bistabilité : Convergence soit vers F}' soit vers F5™
pour S, = 0.95.

Pour Sy, G]Slcigit, o[ avec Ao ~ 2.478, I’équilibre strictement positif F5* change de comportement et
devient un foyer attractif. Dans ce cas, le systéme présente la bistabilité ou les points d’équilibre Fjy

et F3 sont instables et les équilibres strictement positifs F}* et F5™* sont LES (voir Fig. V.12 a droite).

3.5 Sous-modele avec un taux de croissance densité-dépendant

Dans la suite, nous introduisons une nouvelle classe de cinétiques qui ne dépendent pas seulement
de la concentration en substrat du milieu mais également des concentrations en micro-organismes.
Nous étudions donc, le sous-modele (V.3) avec un taux de croissance po(Xo, X1) densité-dépendant

telle la fonction de Contois [11] qui peut étre intéressante, si nous considérons qu’on travaille dans un
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

environnement non homogene, [42]. Le modele s’écrit

Xo = D(Xoin — aXo) — po(Xo, X1) X1
S1 D(S1in — S1) + kopo(Xo, X1) X1 — k11 (S1) X1, (V.11)
X1 = [,ul(Sl) - CED]Xl.

Nous supposons que le taux de croissance u; vérifie I’hypothése H1. Nous ajoutons les hypotheses

suivantes sur le taux de croissance densité-dépendant po(Xo, X1) :

H4 : 10(0,X7) =0 et pup(Xo, X1) > 0 pour tout Xg > 0 et tout X; > 0.

8,u0 8
aXO(Xo,Xl) >0 et 9X,

Ce qui signifie que la quantité de S7 produite augmente par rapport a la quantité de Xy dégradée et

H5 : (Xo,Xl) < 0 pour tout Xg > 0 et tout Xy > 0.

diminue par rapport a X a cause de la compétition intra-spécifique de la premiere espece pour la

dégradation du substrat Xy en S7.

3.5.1 Existence des points d’équilibre

Le point d’équilibre Fjy = (ng” s Stin, 0) existe toujours et représente le lessivage. Notons
f(Xo, X1) = po(Xo, X1)X1 — D(Xoin — aXp).
Les équilibres strictement positifs sont donnés par S; = A;, Xo et X; sont solutions du systéme

suivant :

1
]{310(

Dans la suite, nous discutons ’existence des équilibres strictement positifs en supposant que la fonction

X1 = §(Xo) =

0 = f(Xo,X1)
[(S1in — A1) + Ko(Xoin — aXo)).

f vérifie les hypothéses suivantes :

of

H6 :
00X,

—— (X, X1) > 0 pour tout Xy > 0 et tout X7 > 0.

HT7 : Il existe a € }O Xoin { tel que  lim f(Xo,X1) =0.
0o—a

X1 —+o0

En utilisant le théoreme des fonctions implicites, nous démontrons le résultat suivant :
Lemme V.4. Sous les hypothéses H4-H7, I’équation f(Xo, X1) = 0, définit une fonction décroissante

F: laXm) — R,
XO — F(Xo):Xl

vérifiont F (%2) =0, Jim F(Xo) = +o0.

Xo—a
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

Preuve. La fonction f est de classe C! sur R%r. Ses dérivées partielles sont

of _ Ouo of —
e (X0, X1) = e (X0, X1)X1 +aD >0, X, (X0, X1) = po(Xo, X1) +

o

Xo, X1) X1 > 0.
6X1( 0, X1)X1

D’apres les hypotheses H4-H7 et le théoréme des fonctions implicites, I’équation f(Xg, X1) = 0 définit
une fonction X; = F(X() pour tout Xy € }a, XO""}, tel que F(a) = +oo, F(%) =0et

«

0f (Xo, F(Xo)) [af(Xo F(X0))]™"
F'(Xy) = — ’ d 0.
(Xo) X, 0X, <
Par conséquent, nous démontrons le résultat suivant dans le cas Si;, > A1. |

Proposition V.11. Si F' est convexe sur }a, %}, alors il existe un unique équilibre strictement

ng"}, alors il existe au moins un équilibre strictement positif.

positif. Si F' n’est pas convere sur }a,

Généralement, on peut avoir un nombre impair d’équilibres strictement positifs (voir Fig. V.13).

La Fig. V.13 & gauche montre ’existence d’un unique équilibre strictement positif tel que F' est

convexe. La Fig. V.13 a droite montre I’existence de trois équilibres strictement positifs.

Xl Xl

4 N

Xo XO

a
Fig. V.13 — Isoclines X1 = F(Xj) et X1 = 6(Xo) pour Siin > A1.

Dans le cas S1;, < A1, nous démontrons le résultat suivant :

Xoin
(0%

Proposition V.12. Si F' est convere sur ]a, }, alors il existe au plus deux équilibres strictement

Xgém} , alors soit il n'existe aucun équilibre strictement positif,

positifs. Si F' n’est pas convexe sur }a,

soit il existe un nombre pair d’équilibres strictement positifs (voir Fig. V.1/).

X1 4 . X +

F{
05 X,

a Xoin
«@

Fig. V.14 — Isoclines X1 = F(Xj) et X1 = 6(Xo) pour Siin < A1.
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

La Fig. V.14 a gauche montre ’existence au plus deux équilibres strictement positifs tels que la
fonction F' est convexe. La Fig. V.14 a droite montre I'existence soit d’'un nombre pair d’équilibre

strictement positif soit aucun équilibre strictement positif.

3.5.2 Stabilité locale

Nous nous proposons de déterminer la stabilité locale des points d’équilibre du systeme (V.11)
sous les hypotheses H1 et H4-H7. La matrice jacobienne en (X, S1, X1) est :

—mi1 0 —mi3
J=1| mo —ma 0
0 m3y  p1(S1) —aD

ou
mi1 = aD + %(Xo X1) X1, miz = po(Xo, X1) + %(Xo X1)X1, mo1 = ko%(Xo X1) X1
8X0 ) ) bl aXI b ) aXO ) b
0
mag = D + ki (S1) X1, 0= koaié?l(Xo,Xl)Xl + kopo(Xo, X1) — k1p1(S1),  maz2 = py(S1) X1

D’apres les hypotheses H4-H5, m1 et mo; sont strictement positifs et d’apres H6, m 3 est strictement

positif. Pour S = A1, ma2 et mge sont strictement positifs puisque (A1) > 0.

Proposition V.13. Fj est LES si et seulement si 11 (S1in) < oD, c’est-a-dire Stin < A1.

Preuve. La matrice jacobienne en Fy = (ng" s Stin, O) est égale a
—aD 0 —po (%220

Jo = 0  —D kopo (Xg” ; 0) — k1p1(S1in)
0 0 ,ul(Slm) —aD

Les valeurs propres sont —aD, —D et p1(S1in) — aD. Ces valeurs propres sont strictement négatives

si et seulement si p(S1in) < aD. |

Dans la suite, nous étudions la stabilité locale des équilibres strictement positifs F}* = (X§, A1, X7)
et Ff* = (X§*, A1, X7™) lorsqu’ils existent, dans le cas ou le taux de croissance p; est monotone.

L’étude de la stabilité locale de F|* est la méme que celle de F}'. La matrice jacobienne en F} est

égale a
—mi1 0 —mi3
Ji=1| ma —mo 0
0 ma2 0
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

ou

Opo
0Xo

o
0X1

0
mi = aD + SR (xE XDXT, mus = po(XE, XT) +

94X, (X07X1)X17 mo1 = ko

(Xo, X7)XT,

o
0X1

Le polynome caractéristique de J; est donné par

maz = D+ kipy (M)XT, 0= ko~ (X3, X{)XT + kopo(Xg, X7) — kD, mgs = (M) X7

PJI ()\) = C())\3 + Cl)\2 + CQ/\ +c3

ou

co=—1, c1=—(mi1+m), c2=~0mgz2—miuma, c3=mz(fmi—moimis).

Nous montrons le résultat suivant :

Lemme V.5.

1. Si F'(X}§) < —’,2—2, alors co < 0 et c1co — cpes > 0.

2. c3 <0 si et seulement si F'(Xg) < —72.

Preuve. Nous avons

oo
cy = (k0m13 — k‘laD)mgz — (aD + X1> (D + k‘lmgg)
0Xo
= (komiz — kimi1)msy — aDmgy — 8,u0 o X1
8X0

De plus,
ko  komiz — kimiy
FI( X))+ —2=—"—"2 "
(X5) k1 kimas

Par conséquent,

* kO (9/10
co = <F’(X0) + l<:1> kimizmgzs — aDmgg — 8X v X1
qui est strictement négatif si F'(X§) < —%’. Comme
Opo o ]
= k — kiaD D+ — — k X7
C3 = 32 {( 0113 1 )<a + 29X, ) 08X 1M13
alors L
c3 = maaaD(komis — kymq1) = mgeaD {F/(XS) + kﬂ kimis
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

qui est strictement négatif si et seulement si F'(Xj) < —i—‘;. Comme
2 2
c1ca —coc3 = MmiyMmaz + mi1may — maz(0maz + marmis)

) B0 \2 .
= l(aD)2 aD— Ho Xl + <MO) X12] (D + k‘lmgg) + m22(m22m11 — ngz)

0Xg 0Xg
— )(*
komasmsg < 8X o
= (klaD + k1 =—— 8X Xl k0m13> mggaX Xl + P

avec
Do

P =Dm? + {(OZD)2 +aD-— e

Xl} kimga — magco
qui est strictement positive si F'(X§) < —%. D’ou

ko

C1C2 — CpC3 = — l:F/(Xg)+]€ Xl + P
1

} k1mizmas —— 8X

qui est strictement positif si F'(X§) < —]Iz—?. [ |

Proposition V.14.
1. Si FY} existe, alors il est LES.

2. Si FI™ existe, alors il est instable.

Preuve. Comme F} vérifie F'(X{) < —]lz—(l), alors d’apres le Lemme V.5, toutes les conditions du critere
de Routh-Hurwitz sont vérifiées et par suite F} est LES. Comme F;™ vérifie F'(X§*) > _%’ alors
d’apres le Lemme V.5, c¢3 > 0 et par suite, F|™* est instable. |

3.5.3 Application : Fonction de Contois

Dans cette section, nous appliquons les résultats démontrés sur I’étude du modele (V.11) pour un

taux de croissance densité-dépendant de type Contois dont la fonction s’écrit

moXo

Xo, Xp) = — 1020
( 0 1) Xo + apXq

ol mg et ag sont des parametres de croissance qui sont strictement positifs. On a alors,

8f m0X02
Xo, X Xo, X X0, X1)X1 = ——55 >0,
8X ( 0 1) O( 0 1) 8X ( 0 1) (Xo + a0X1)2
d’ou '’hypothese H6 est vérifiée. Notons
_ D Xoin
0 oD’
0
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V.3 Sous-modéle avec compartiment microbien hydrolytique

Si Xllgr}roo f(Xo, X1) =0, alors

X,
mgioo — D(Xoin — aXo) =0,

ce qui est équivalent & Xg = a tel que 0 < a < % Par conséquent, I’hypothese H7 est vérifiée.
D’apres le Lemme V .4, )}im F(Xp) = +0o0 et pour tout Xy € }a, X‘“"], on a
0o—a

«

_77”L0a0)(12 + OéD(XQ + a0X1)2 <0 o F”(Xg) _ 2a0X1[m0X1 + OéD(Xo + a()Xl)]

F'(Xp) =
( 0> mng mng’

>0

c’est-a-dire la fonction F' est strictement décroissante et convexe sur }a, %} Les simulations numé-

riques montre 'existence des points d’équilibre du systéme (V.11) selon le parameétre Si;, pour un
taux de croissance po de type Contois :

2.5Xo 28
X0, X1)=——"—"—-- ¢t S) = .

Nous choisissons les valeurs suivantes des parametres Xg;,, =3, D =1, a = 0.75, kg =1 et ky = 1.2.
La Fig. V.15 (a) montre la convexité de la fonction F' et I'existence d’un unique équilibre strictement

positif F}" pour S1;n = 1.5 > A1 = 0.9, qui est GES pour toute condition initiale strictement positive.

X1 (®) (c)

X1

Xoin
«

Fig. V.15 — Existence des équilibres selon le parameétre S1;, avec un taux de croissance de type Contois.

La Fig. V.15 (b) montre lexistence de deux points d’équilibre strictement positifs Fj et F}* pour
S1in = 0.5 < A1. Dans ce cas, le systeme présente la bistabilité tel que F} et Fjy sont LES et F|™* est

instable. La Fig. V.15 (c¢) montre I'existence d’un unique équilibre de lessivage Fy pour Sy;, = 0 qui
est GES pour toute condition initiale positive.

Ainsi, les simulations numériques montrent que, dans le sous-modele (V.11) avec des taux de

croissance po densité-dépendant et p; monotone, le systeme présente soit la bistabilité, soit la stabilité
globale de I’équilibre strictement positif ou le lessivage.
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Chapitre V. Modéele de digestion anaérobie a trois étapes

4 Etude du modele complet a trois étapes

Dans la suite, nous étudions le modele a trois étapes (V.1) avec 1o = po(Xo) X1 sous les hypotheses
H1-H3. Le modele s’écrit

Xo = DXoin —aDXgy — po(Xo) X1,

S1 = D(Sin— S1) + kopo(Xo0) X1 — k11 (S1) X1,

X1 = [m(S1) —aD] Xy, (V.12)
Sy = D(Sain — S2) + kop1(S1) X1 — kspz(S2) Xa,

Xy = [2(S2) — aD] Xs.

4.1 Existence des points d’équilibre
Dans le cas &’ (%) < —’lz—o nous démontrons le résultat suivant :

17

Proposition V.15. Supposons que \y < Siin. Les équilibres du systéme (V.12) sont donnés par

1. Ey = (Xom,Slm,O, ng,O) qui existe toujours.

[0}

2. Bt = (%,Slm,(],)\é,)@), i =1,2, avec X} = ,%%(ng — Ny, qui existe si et seulement si
S9in > Aé.

3. By = (X&, A1, X7, 85:,,0) avec X lunique solution de &(Xo) = §(Xo) et
X7 :5(Xg), S5in = Soin + ake X7,
qui existe toujours.
4. BY = (Xg, M, X5, 05, X8, i = 1,2, avec

. k
(S2in — Ag) + leik,
3

1

Xé* - k‘30¢

qui existe si et seulement si Sy, > Aj.
Preuve. A chaque équilibre F = (Xy, S1, X;) de (V.3) correspond un équilibre
E = (Xo, S1, X1, S2, X9)
ou (Xo, S1, X1) sont les composantes de I’équilibre F et (52, X2) les solutions du systeme

0 = D(S2n — S2) + kap1(S1) X1 — k3p2(S2) Xo,
0 = [,U,Q(SQ) — aD] XQ.

De la deuxiéme équation nous déduisons que soit Xo = 0, soit So = \j.
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Si X9 = 0, de la premiére équation nous déduisons alors que

k
Sa = Soin + BQM1(51)X1.

Cette construction permet d’obtenir ’équilibre Ey a partir de I’équilibre Fyy de (V.3), donné par (V.4),
et d’obtenir I’équilibre E9* & partir de 'équilibre F} de (V.3), donné par (V.6).

Si Sy = \b, de la premiére équation nous déduisons alors que

1

X
2 k304

i k
(SZin - >\2> + kgazDﬂl(Sl)Xl-

Cette construction permet d’obtenir les équilibres E% & partir de I'équilibre Fy de (V.3), donné par
(V.4), et d’obtenir les équilibres F&* & partir de I’équilibre F} de (V.3), donné par (V.6). [

De la méme maniere, nous démontrons le résultat suivant dans le cas générique ou le sous-modele

(V.3) peut avoir deux équilibres strictement positifs, ¢’est-a-dire pour

Xoin ko
, PR—— I
¢ ( a ) ~ ki

Proposition V.16. Supposons que max (0, S1;n) < S1in < A1. Les points d’équilibre du systéme (V.12)
sont donnés par

1. By = (XOi”,Slm,O, ng,0> qui existe toujours.

[0}

2. Bt = (%,SHWO,)\%,X@, i =1,2, avec X} = k%ﬂ(S’gm — Ny, qui existe si et seulement si
ng > )\12

3. EY = (Xg, M1, X7, 95,,0) et EY™ = (X3* A\, X7*,S5%.0) aveec X et X3* les deux solutions
de Uéquation £(Xo) = §(Xo) et

X{ =0(X3), S3in = Sain + aka X7,

Xik* = 5(X6k*), Sék* = Soin + Ozk‘QXf*,

in
qui existent toujours.
4. By = (X3, M, X, 05, X31) et BE™ = (X, A, X%, 05, X8, i = 1,2, avec

1

]{3304

ok . 1 ok
(Soin — M) 4+ 2XF et XP* = ——(Sap — M) + 2 X7,

Xi* —
2 k‘g k?ga ]{33

qui existent si et seulement si Si;, > Ny et S5t > N

in

Par conséquent, le modele a trois étapes (V.12) peut avoir au plus neuf points d’équilibre et au

plus quatre équilibres strictement positifs ou les deux espéces coexistent.
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4.2 Stabilité locale

Nous nous proposons d’étudier la stabilité locale des points d’équilibre du systéme (V.12). Comme

le systéme est triangulaire, la matrice jacobienne en un équilibre F = (X, S1, X1, S2, X2) est de la

e[ 0]

forme :

B C

avec Jr la matrice jacobienne de (V.3) en un équilibre F' = (X, S1, X1), B une matrice 2 x 3 et C
une matrice carrée d’ordre 2. Comme la matrice Jg est triangulaire inférieure par blocs, elle est stable
si et seulement si les matrices Jr et C sont stables. La stabilité de la matrice Jr a été étudiée dans la
section 3.3. Le probleme revient donc a étudier la stabilité de la matrice d’ordre 2, c’est-a-dire a voir

si sa trace est négative et son déterminant est positif.
Proposition V.17. Ey est LES si et seulement si pu1(S1in) < aD et pz(Sain) < aD.

Preuve. En Ej, nous obtenons Jr = Jy, ou Jy est la matrice considérée dans la preuve de la Prop.

V.5 et
—D  —k3pa(S2in)

C = .
0 p2(S2in) —aD

Noter que la matrice Jy est stable si et seulement si p1(S1in) < aD et la matrice C est stable si et

seulement si p2(S2in) < aD. [ |

Proposition V.18. Si Ei existe, alors il est LES si et seulement si p1(S1in) < aD. Si E? eriste,

alors il est instable.

Preuve. En E!, nous obtenons Jr = Jo, ot Jy est la matrice considérée dans la preuve de la Prop.

V.5et ' ‘
o [ D+ kb()XE] —ksaD
12(A5) X5 0
On a donc

det C = ksaDpy(M\o)XE et tr C = —[D + kaph (M) X3].

Comme det C' < 0 pour i = 2, alors dés qu'’il existe 1’équilibre E?, il est instable. Notons que Jy est
stable si et seulement si p1(S1n) < aD. Pour i = 1, nous avons det C > 0 et tr C' < 0. Par suite,
I’équilibre Ef est LES si et seulement si ju1(S1i) < aD. |

Proposition V.19. Si E* existe, alors il est LES si et seulement si j2(S3;,) < aD. Si EY*™* eriste,

alors il est instable.

Preuve. En EY*, nous obtenons Jr = Ji, ou J; est la matrice considérée dans la preuve de la Prop.
V.6 et
—D  —ksu2(S3;,)

C= .
0 pa(S5,) —aD
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Notons que J; est stable et C est stable si et seulement si u2(S3;,) < aD. En EY**, nous obtenons

Jrp = Jp, ou Jq est une matrice instable d’apres la preuve de la Prop. V.6. |

Proposition V.20. Si EY* existe, alors il est LES. Si E3* et ES*, i = 1,2, existent, alors ils sont

instables.

Preuve. En E}*, nous obtenons Jr = Ji, ol Jj est la matrice considérée dans la preuve de la Prop.
V.6 et o
—[D + k3pp(X5) X5*]  —ksaD

C= / 1 1%
M2()\2)X2 0

Comme det C' < 0 pour i = 2, alors dés qu'il existe, I’équilibre strictement positif F3*, il est instable.
Notons que Ji est stable, det C' > 0 et tr C < 0 pour ¢ = 1. Par suite, dés qu’il existe ’équilibre
strictement positif F1*, il est LES. En E*, nous obtenons Jr = Ji, ot J; est une matrice instable

d’apres la preuve de la Prop. V.6. |

Le Tab. V.1 résume les résultats des Props. V.17-V.20 dans le cas Sy;, > A1, ou la lettre S signifie que
I’équilibre est stable et la lettre I signifie que I’équilibre est instable. L’absence de lettre signifie que

I’équilibre n’existe pas.

Condition Equilibres et comportement

Ey E! E? E* E}* E3

DA <M<Sy,<S;, I 1 T S S I
2) b < Soin < S5, <A3 T 1 I S
3) A< Soim<AN<Sy, T 1 S S I
4) Soin <A <A< S5, 1 S S I
5) Soin <Ay < S5, < A3 1 I S

) I S

6) Soin < S;m < )\% < )\%

Tab. V.1 — Equilibres et leur nature dans le cas Siin > A1.

Comme X < Xg*, alors X{ > X7* et par suite, Sy, < Ss;,, < S5;,. Nous obtenons le Tab. V.2, dans
le cas ott max(0, S1in) < Siin < 1.

5 Simulations numériques

Les simulations numériques illustrées dans les Figs. V.16-V.19 sont obtenues pour les fonctions de

Monod suivantes :
2.5X 25

= 290 (S) = .
15+ X, © mS) =155

to(Xo)
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Condition Equilibres et comportement

Ey E} E? EY EY E}* EM E¥» FE2*

1
2

1< A3 < Soin < S5 < S5 I I I

3 < Soin < S35 < Shi < A3

w
n U »n
— = =

4) A\ < Soin < A3 < S5 < S5

ot

) A
) A
) A < Soin < S3E < A3 < S5
) A
) Soin < S3% <A <A< S5,
)

— e

7)Soim < A < N3 < S3x < S5
8) SQfL'n < S21n < )\2 < SQiTL < )\%
9) Soim < A < SQm < 83 < A3

N = = N N N N N =~ W
[ = T T e R e B e N e R R T
N N NN N 2 »1» L1 L1 v

S
I
|
|
S
6) Soim < Ay < S5t <M< S S
S
S
S
S

Tab. V.2 — Equilibres et leur nature dans le cas max(0, S1in) < S1in < A1

Nous choisissons les valeurs suivantes des parametres Xg;,, =3, D =1, a = 0.75, kg =1 et ky = 1.2.

Nous illustrons le cas de bistabilité pour Siin ~ 0.338 < Siin = 0.5 < A\; = 0.9 sous la condition

Xo; k
¢ <°”> —0.412 > —0.833 ~ — 2,
@ ki

Dans ce cas, I"équation £(Xy) = §(Xp) admet deux solutions (voir Fig. V.16 a gauche) et les points

d’équilibre sont donnés par
Fy =(4,0.5,0), Fy ~(1.201,0.9,1.887) et F;™ ~ (2.808,0.9,0.548).

La Fig. V.16 au milieu montre la convergence vers I’équilibre strictement positif F}* pour la condition
initiale Xo(0) = 4.5, S1(0) = 2 et X1(0) = 0.368.

X1
59 \ s 5
\ o 0|
\ Xo
ad \ 4+ 4+
\\
\ 35+ 35
N 5] o
251 25]
X : X1 .
2 F
1
Xo
'
Fex
! X
F !
0 o e et O Ot P T
o T T T D ) XO 10 20 30 40 S0 60 70 80 0 100 110 120 130 140 150 10 2 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
0 1 2 3 4 5
Temps Temps

Fig. V.16 — Le cas 0 < Siin < S1in < A1 : Existence de deux équilibres strictement positifs et bistabilité.
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La Fig. V.16 a droite montre la convergence vers 1’équilibre de lessivage pour la condition initiale
X0(0) =4.5, 51(0) =2 et X1(0) = 0.367.

La Fig. V.17 met en évidence la bistabilité dans 1’espace (X, S1, X1) de dimension trois avec deux
bassins d’attraction qui sont séparés par la variété stable de I’équilibre instable F**. Le premier bas-
sin attire les solutions vers ’équilibre strictement positif F* et le deuxiéme attire les solutions vers

I’équilibre de lessivage Fy.

\
\
—

Fig. V.17 — Bistabilité en dimension trois.

La Fig. V.18 a gauche illustre le cas Sy, = 1.5 > A ou I’équation £(Xy) = §(Xp) admet une unique
solution. Les points d’équilibre sont donnés par Fy = (4,1.5,0) et F* ~ (0.616,0.9,3.486). La Fig.
V.18 a droite montre la convergence globale vers 1’équilibre strictement positif F*, pour toute condi-

tion initiale strictement positive.

Fy ] N

1 * 3.5
Fl
3 L3
// 25 Xl

21 L2
/ L 15

B 1

2

0.5

o 1 2 3 4 s 2 T T T T o

Xo 0o 2 1.5

1

Fig. V.18 — Le cas S1in > A1 : Existence d’un unique équilibre strictement positif F* GES.

Dans la suite, nous illustrons les résultats mathématiques trouvés de I’étude du modele a trois

étapes (V.12). Nous considérons les mémes valeurs des parameétres du sous-modele (V.3) et nous
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choisissons la fonction de Haldane suivante :

maS
pa(2) = — 2%
Ks-i-SQ-i-K%

avec mg = 3, Kg = 1 et K; = 1. Nous fixons les valeurs suivantes des parametres So;,, = 3, ko = 0.2
et k3 = 1.2. Les valeurs des seuils de rentabilité de la deuxiéme espéce sont données par A3 ~ 0.381 et
A3 ~ 2.618. La Fig. V.19 illustre le cas

S < A3 < Sgin < S5 ~3.082 < S5, ~ 3.283

avec existence de quatre points d’équilibre LES dont un est un équilibre strictement positif et ou les

deux espéces coexistent.

45 (a) 454 (b)
Xo
] ]
3.5 . 3.5
Xo s
34 34 2
254 254
2+ Xl 2+
154 154
Xo
i i
0.5 0.5+ Xl
Sa Xo
o T T T T T T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Temps Temps
s s
45 (C) 45 (d)
Xo
] o]
3.5 3.5 S
2
s X2 o
254 254
: L&C .
1.5 1.5 4 X
0
i N
UL\ 054
X1 So Xo
0 T T T T T T T T T o T T T T T T T T T
® 2 s | 4 s e 7 s s 100 ® 2 s | 4 s e 7 s s 100
Temps Temps

Fig. V.19 — Le modéle a trois étapes (V.12) présente une quadri-stabilité.

La Fig. V.19 (a) montre la coexistence entre les deux espéces pour une condition initiale
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V.6 Conclusion

ou la solution du modele & trois étapes (V.12) converge vers I’équilibre de coexistence LES,
FE3* ~ (1.201,0.9,1.887,0.381, 3.223).
La Fig. V.19 (b) montre l'extinction de deux espéces pour une condition initiale
Xo(0) =2, S51(0)=0.7, X;(0)=0.6, S2(0)=4.5 X2(0)=04

et la convergence vers ’équilibre de lessivage Ey = (4,0.5,0,3,0) qui est LES. La Fig. V.19 (¢) montre

le lessivage de la premiere espece pour une condition initiale
Xo(0) =1, S1(0)=35, X1(0) =02, 95(0)=2, X5(0)=2

et la convergence vers I'équilibre de lessivage de X1, Ef ~ (4,0.5,0,0.381,2.908) qui est LES. La Fig.

V.19 (d) montre I'exclusion de la deuxieéme espece pour une condition initiale
Xo(0) =25, S51(0)=0.7, X;(0)=1.5, 52(0)=45 X2(0)=0.5

et la convergence vers 1’équilibre de lessivage de X5, EY* ~ (1.201,0.9, 1.887,3.283,0) qui est LES.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un modele du chémostat avec dégradation enzymatique du
substrat dont une partie peut étre sous forme particulaire. Nous avons démontré que le sous-modele,
avec une modélisation particuliere de I’hydrolyse qui fait intervenir un taux de croissance monotone et
des concentrations du substrat a 'entrée du chémostat inférieures au seuil de rentabilité, peut présenter
une bistabilité qui ne peut pas se produire dans le modele classique du chémostat ou le lessivage est
l'unique point d’équilibre qui attire toutes les solutions, [61]. Cette bistabilité peut aussi avoir lieu
pour une fonction de croissance non monotone, par exemple du type Haldane. Nous démontrons ainsi,
pour la modélisation de ’hydrolyse proposée, 'importance de considérer cette étape dans ’apparition
des équilibres strictement positifs et de la bistabilité. Finalement, nous avons étudié le modele a trois
étapes et établi les conditions d’existence et le comportement asymptotique local des points d’équilibre.

Nous démontrons que le systéme peut avoir jusqu’a quatre équilibres strictement positifs. Cette
propriété est a rapprocher avec le modele classique AM2 qui admet au plus deux équilibres strictement
positifs. Par ailleurs, le systéme présente aussi une quadri-stabilité : selon les conditions initiales la
solution converge soit vers le lessivage des deux especes, soit vers le lessivage de I'une des deux especes
soit vers un équilibre strictement positif ou les deux especes sont présentes. Les simulations numériques

illustrent les résultats mathématiques démontrés.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés en partie dans [15-19].
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Conclusion générale et perspectives

Cette these a été consacrée a la modélisation et a 'analyse des modeéles mathématiques de compé-
tition et de coexistence de plusieurs especes sur une seule ressource dans un chémostat. Notre objectif
était de contribuer, d’une part, a modéliser le phénomene de coexistence des especes microbiennes,
et d’autre part, a étudier le comportement qualitatif de ces modeles mathématiques qui prennent en
compte les divers mécanismes de coexistence pour mieux comprendre la biodiversité. Les messages les

plus importants que nous avons mis en évidence dans ce travail sont les suivants :

— Chapitre II :

1. La compétition entre les espéces (en plus de la compétition pour le substrat) peut favoriser
la coexistence autour d’un équilibre strictement positif LES E* (voir Props. I1.7, I1.14 et
I1.17).

2. Dans le modéle de compétition intra-spécifique linéaire avec plusieurs especes (I1.7), il existe
un unique équilibre strictement positif LES E*, alors que tous les autres équilibres sont in-
stables, pour une concentration a l'entrée du chémostat assez grande (voir Props. II.14,
I1.17 et Fig. 11.7).

— Chapitre II1 :

1. Les modeles de floculation permettent de motiver la considération des modeles densité-

dépendants considérés dans la littérature (voir modele I11.21).

2. Le modele densité-dépendant (IIL.8) peut présenter un comportement de bistablité méme
avec des fonctions de croissance monotones (voir Prop. I1I11.4 et Fig. I11.5). Ce phénomeéne
est nouveau et est habituellement rencontré dans le chémostat mais quand la fonction de

croissance est non monotone.

3. Dans le modele de compétition de deux especes pour un seul substrat, lorsque ’espeéce
qui gagne la compétition fait des flocs, il peut y avoir coexistence autour d’un équilibre
strictement positif LES E* (voir Prop. II1.7).
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4. Lorsque la fonction de croissance des bactéries libres de I'espece qui fait des flocs présente
de inhibition, cette coexistence peut se faire autour d’un cycle limite (voir Figs. II1.19,
I11.20 et I11.24).

— Chapitre IV :

1. Les modeles densité-dépendants peuvent présenter de la coexistence autour d’'un équilibre
strictement positif LES E* (voir Props. IV.2, IV .4 et IV.10).

2. Dans le modele densité-dépendant intra et inter-spécifique de deux especes (IV.16), il y a
persistance stable de 1’équilibre strictement positif qui est GES, pour un terme de compé-
tition inter-spécifique assez petit. Cependant, si ce terme est assez grand, alors le systeme
présente la bistabilité avec lessivage d’une des deux especes ou I’équilibre strictement positif

est un point col (voir Prop. IV.10).

— Chapitre V :

1. Le modele de digestion anaérobie a trois étapes avec dégradation enzymatique du substrat
lentement biodégradable (V.12) présente une quadri-stabilité : selon les conditions initiales
la solution converge soit vers le lessivage des deux especes, soit vers le lessivage de I'une des
deux especes soit vers un équilibre strictement positif ou les deux especes sont présentes
(voir Tab. V.2 et Fig. V.19).

2. L’ajout d’une étape d’hydrolyse permet d’obtenir un équilibre strictement positif de fonc-
tionnement, méme dans le cas Si;, < A1 pour lequel le modele AM2 présente un lessivage
de X; (voir Tab. V.2).

Dans ce travail de these nous avons fait I'analyse mathématique des modeles : recherche des équi-
libres, de leur stabilité. Plusieurs questions restent cependant ouvertes comme ’analyse mathématique
des modeles de floculation avec plusieurs especes (modele I11.4) ou le modele général densité-dépendant
(modele IV.1) lorsque les y; dépendent de tous les ;. Comme perspectives a ce travail, en plus de ces

questions ouvertes, il serait intéressant de se poser aussi des questions de stabilisation et d’observation.

Plus précisément, comme nous avons démontré que le modele de floculation peut présenter une
bistabilité avec des taux de croissance monotones, il serait trés intéressant d’étudier s’il est possible
de controler le taux de dilution par retour d’état pour assurer une convergence asymptotique globale
vers ’équilibre de coexistence, c’est-a-dire pour toute condition initiale & biomasse non nulle.

Si on suppose que seule la biomasse attachée peut étre mesurée en ligne, il serait intéressant d’étu-
dier 'observabilité du systeme, et le cas échéant de mettre au point un observateur pour reconstruire

la quantité de biomasse libre non mesurée.
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Résumé

Cette theése porte sur l'analyse mathématique des modeéles de compétition de plusieurs especes micro-
biennes sur une seule ressource dans un chémostat. L’objectif est de modéliser et démontrer la coexistence des
especes par divers mécanismes pour mieux rendre compte de la biodiversité que ’on trouve dans la nature,
ainsi que dans les bioréacteurs. Nous nous somme intéressés principalement a trois mécanismes de coexistence :

1. La compétition inter-spécifique entre les populations de micro-organismes et intra-spécifiques entre les indi-
vidus de la méme espece.

2. La floculation ou I’espece la plus compétitive inhibe sa propre croissance par la formation des flocs, ce qui
permet la coexistence avec les autres especes. En fait, ces bactéries en flocs consomment moins du substrat
que les bactéries isolées puisqu’elles ont un moins bon acces au substrat, étant donné que cet acces au substrat
est proportionnel & la surface extérieur du floc.

3. La densité-dépendance dont le modele peut étre construit a partir du modele de floculation, en supposant que
la dynamique de floculation est plus rapide que la croissance des especes. Dans ce modéle densité-dépendant
le taux de croissance dépend non seulement de la densité du substrat, mais aussi, de la densité de la biomasse,
et le taux de prélevement de la biomasse n’est pas constant mais dépend aussi de la densité de la biomasse.

Enfin, nous avons étudié un modele de digestion anaérobie a trois étapes avec dégradation enzymatique du

substrat (matiére organique), dont une partie peut étre sous forme particulaire. L’analyse mathématique montre

que le modele peut présenter la quadri-stabilité avec lessivage d’aucune, d’'une ou de deux especes selon la
condition initiale.

L’étude mathématique du comportement qualitatif de différents modeles du chémostat, nous a permis de mieux

comprendre la compétition et la coexistence des especes microbiennes.

Mots clés : Bistabilité, Chémostat, Coexistence d’especes, Compétition, Comportement asymptotique, Cycle
limite, Densité-dépendance, Equations Différentielles Ordinaires, Floculation, Intra-spécifique, Inter-spécifique,

Points d’équilibre, Principe d’exclusion compétitive.




Abstract

This thesis focuses on the mathematical analysis of models of several species in competition on a single
resource in a chemostat. The objective is to model and show the coexistence of microbial species by different
mechanisms to better realize biodiversity found in nature like in the bioreactors. We are interested mainly in

three mechanisms of coexistence :

1. The inter-specific competition between populations of micro-organisms and intra-specific between individuals
of the same species.

2. The flocculation where the species who wins the competition inhibits its growth by the formation of flocs,
which allows the coexistence with the other species. In fact, these flocs consume less substrate than isolated
bacteria since they have less access to the substrate, given that this access to the substrate is proportional to
the outside surface of the floc.

3. The density-dependence, whose model can be built from the flocculation model, assuming that the dynamics
of flocculation is faster than the growth dynamics of the species. In this density-dependent model, the growth
rate depends not only on the density of substrate but also on the density of biomass, and the removal rate of
biomass is not constant but depends also on the density of biomass.

Finally, we studied a 3-step model of anaerobic digestion with enzymatic degradation of the substrate (organic

matter) that can partly be under a solid form. The mathematical analysis shows that this model may exhibit

the quadri-stability with washout of none, one or two species according to the initial condition.

The mathematical study of the qualitative behavior of different models of the chemostat, allowed us to better

understand the competition and the coexistence of microbial species.

Keywords : Asymptotic behavior, Bi-stability, Chemostat, Coexistence of species, Competition, Competitive
Exclusion Principle, Density-dependent, Equilibrium points, Flocculation, Inter-specific, Intra-specific, Limit

cycle, Ordinary Differential Equations.
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