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INTRODUCTION

CETTE these est constituée de deux parties, le tout étant réparti en quatre cha-
pitres :

e La premiere partie revisite la théorie de Tikhonov, d"une part, et propose un
résultat de la théorie de moyennisation, d’autre part, dans le cadre des perturba-
tions singulieres d’inclusions différentielles ordinaires.

e La deuxieme partie se consacre a I'étude d'un modele de chémostat avec
inhibiteur 1étal externe.

I Es quatre chapitres sont répartis comme suit :

Le premier chapitre est un rappel de quelques notions de base de 'analyse
multivoque et de la théorie des inclusions différentielles ordinaires.

Dans le chapitre deux, on commence par une présentation de la Théorie des
perturbations singulieres pour les inclusions différentielles qui concerne la limite
de 'ensemble des solutions Z* du systéme de la forme

() <rern (5o ) = (o)

lorsque ¢ — 0, et I'objective est d’appliquer la théorie de Tikhonov qui consiste a
considérer le probléeme réduit suivant :

( xgt) > € F(t,x,y), x(0) = xo.

Plusieurs résultats sont obtenus pour ce probleme dans le cadre de la théorie de
Tikhonov. Nous prouvons le resultat obtenu par V. Veliov sur la semi-continuité su-
périeure de Z¢ en € = 0 avec des conditions moins restrictives . Nous donnons une
application sur un systeme de ressource-consommateur singuliérement perturbé

ar Y

(-39

avec perturbation environnemental, dans le cadre de la théorie des inclusions dif-
térentielles flous développée par V. K¥ivan.
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Dans le chapitre trois, nous traitons des inclusions différentielles ordinaires avec
maximum, perturbées par un petit parametre ¢, du type

x € eF (t,x(t), max x(s)) , t>0
seS(t)

x(0) = xo.

Nous démontrons deux résultats de la théorie de moyennisation pour ce type de
probléme, qui consiste a considérer le probléeme moyennisé

y €eF (y(t), max y(s)) , t>0
seS(t)

y(0) = xo

avec F(x,z) = limr_, 0 7 fOTF (t,x,z)dt, et démontrer que les solutions de 1'une
des inclusions peuvent étre approximées par des solutions de l'autre, ce qui géné-
ralisent les résultats de O. Kicsuhmarenko dans le cas ot F est univoque.

Au chapitre quatre, un modele de chémostat avec inhibiteur 1étal externe qui
est donné par
x

_ M
5 f2(S)

S = (S°-S)D— £1(S) 3

2
¥ = [A(S) =D —plx
vy = [fa(S) ~Dly

pro= ("=p)D-glply

est considéré. Ce modele a été proposé et étudié par Hsu, Li, et Waltman. Notre
contribution principale porte sur la construction du diagramme opératoire, accom-
pagné de son interprétation. Des simulations numériques nombreuses illustrent et

étayent les résultats obtenus.



PREMIERE PARTIE :
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GENERALITES

Dans ce premier chapitre nous rappelons quelques notions et propriétés concer-
nant les inclusions différentielles. Les principales références sur lesquelles nous
nous sommes basés sont [1, 22, 86] (voir aussi [2, 18, 32, 45, 69, 83]).

1.1 Analyse multivoque

1.1.1 Distance de Hausdorff-Pompeiu

Soit (X,d) un espace métrique. Pour A C X on note A, A, 9A 'adhérence,
l'intérieur, la frontiere de A, respectivement. Pour xy € X etr > 0, on pose B,(xp) =
{x e X:d(x,xp) <r}.

On note P(X) l'ensemble des partie non vide de X. Soit A1, A, € P(X) et
b € X. On définit

p(b,Ay) = inf d(b,a) et e(Ay, Az) = sup p(a, Az).

HEAZ lleAl

p(b, Ay) estla distance de b a Ay, et e(Aj, Ay) est ’exces de Hausdorff-Pompeiu de
Aj sur Aj. On peut vérifier que :

e(Al,Az) = iI;S{Al C Ay + Br(O)}.

La distance de Hausdorff-Pompeiu entre A1, Ay € P(X) est défini par :
H(Al, Az) = max{e(Al, Az), e(Az, Al) }
On note par P, (X) (respectivement, Pcy(X)) I'ensemble des parties fermées

non vides (respectivement, compactes non vides) de X.

Proposition 1.1 ([44])
1) L'espace (P, (X), H) est un espace métrique To-séparé.
2) Si (X, d) est complet, alors (P.(X), H) est complet.
L'enveloppe convexe de A C Y, notée co(A), ot Y est un espace vectoriel normé,

est la plus petite partie convexe (au sens de l'inclusion) contenant A. En d’autres
termes,

m m
CO(A) = {ZA,-xi, m € N, Ai € [0,1], Z)\i =1, X; € A}.
i=1 i=1
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On note par co(A) la fermeture de I'enveloppe convexe de A, i.e. co(A). On note
aussi vect(A) le sous-espace vectoriel engendré par A. On note par P (X) l'en-
semble des parties convexes de X.

Définition 1.1 ([32, page. 71]) Soit S C IR". On appelle fonction d’appui de S, et on note
o(S,-), la fonction o (S, ) : R" — R U {400} définie de la maniere suivante :

deR"— o(S,d) =sup(s,d).
seS

On a le lemme suivant qui caractérise une partie convexe par sa fonction d’ap-

pul

Lemme 1.1 ([32, page. 71]) Une partie S C R" convexe est définie par sa fonction
d’appui. Un point s € S si et seulement si (s,d) < (S, d) pour tout d € R".

Maintenant, nous dérivons une formule pour la distance de Hausdorff-
Pompeiu, connue sous le nom de "formule de Hirmondar".

Lemme 1.2 ([18, page. 49]) Soit A, B € P (R") bornées. On a
e(A,B) =sup{o(A,d) —c(B,d), ||d|r <1}
et
H(A, B) = sup{|o(A,d) — o(B,d)|, [ldl|rs < 1}.
1.1.2 Applications multivoques

Définition 1.2 Soit X et Y deux ensembles. On note P(Y) I'ensemble des parties de Y.
Soit Q) C X avec Q) # @. Une application multivoque est une application sur () :

F:Q— P(Y).
Remarque 1.1 On dit aussi multifonction ou multiapplication.

Les ensembles F(x) sont les valeurs de F. Une fonction f : O — Y qui vérifiée
x € O = f(x) € F(x) est dite une sélection de F. Si F(x) = {f(x)}, Vx € (), F est
dite univoque. On pose

F(Q)= |J F(x) et  graphe(F) ={(x,y) € Qx X,y € F(x)}.

xe)

Pour A C Y, on définit
FYA) ={xcQ:F(x)NA+#Q}

Définition 1.3 (Convexité) Une Application multivoque F est convexe (respectivement,
fermée, compacte, bornée) si son image I’est.



Chapitre 1. Généralités

1.2 Notions de continuité

Soient X et Y deux espaces métriques, et () C X non vide.

1.2.1 Semi-continuité supérieure

Définition 1.4 Une application multivoqgue F : QO — P(Y) est dite semi-continue
supérieurement (scs en abrégé) si pour tout fermé A C Y, I'ensemble F~1(A) est fermé
dans Q).

Remarque 1.2

1. La condition de semi-continuité supérieure dans le cas univoque est exactement celle de
la continuité [22].

2. On peut traduire la condition de semi-continuité supérieur en terme de suite : soit
{xn}nu>1 une suite convergente vers xo € Q et A C Y un ensemble fermé avec
F(xy) N A # @ pour tout n > 1, alors, on a F(xg) N A # @.

Intuitivement F(xg) doit étre au moins aussi grand en terme d’inclusion que la limite
des F(xy). En d’autres termes, F peut seulement sauter vers le haut (par rapport a
I'inclusion).

Exemple 1.1 Un exemple typique des applications multivoques scs est I'application F :
R — P(R) définie par

{0} , t<0
F(t) = ¢ {0,1}, t=0
{1} , t > 0.

Dans la suite, nous utiliserons plus particulierement les applications multivoques a
valeurs fermées convexes. Ici F est scs a valeurs fermées convexes si on remplace F(0) =
{0,1} par F(0) = [0,1].

On peut généraliser cet exemple en posant, pour f : (3 — Y :

F(x) = () cof(Bs(x) NQY), pour x € Q)
6>0

ot convA est la fermeture de I'enveloppe convexe de A. L'application ainsi définie est
a valeurs convexes fermées et si f est continue au point x alors F(x) = {f(x)}. Si la
fonction f est localement compacte, c’est-a-dire, si pour tout x € Q, il existe r > 0 tel que
f(Bs(x) N Q) est relativement compacte, alors F est scs (voir [22]).
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On rappelle qu'une fonction f : X — R U {400} est dite semi-continue inférieu-
rement au point x dans l'espace X si pour toute suite (x,),en C X qui converge

vers x, on a
f(x) < lim f(x).
n—r—+o0
La fonction f : X — R U {+oo} est dite semi-continue supérieurement si

Hm_f(x,) < £(x)

n—-4o00

Exemple 1.2 Un exemple tres général d’application multivoque F : Q) — P(R) semi-
continue supérieurement est définie par F(x) = [¢(x),¥(x)], ot ¢(x) : Q +— R est
semi-continue inférieurement et P(x) : QO — R est semi-continue supérieurement.

Maintenant on va définir la semi-continuité au sens métrique :

Définition 1.5 ([22]) Soit QO C X non vide. Une application multivoque F : Q — P(Y)
est dite € —  scs si pour tout xg C Q et e > 0, il existe 6 = 6(xg,e) > 0 tel que
F(x) C F(xp) + Be(0) sur Bs(xg) N QL.

On peut traduire la définition précédente par

lim e(F(xi),F(xO)) = 0,

i—+o0
pour chaque suite (x;);en C QQ convergente vers x.
Proposition 1.2 ([22, p. 8]) Soit X,Y deux espaces métriques et soit (3 C X non vide.

Ona

i) Si F: Q) — P(Y) est scs alors elle est e —  scs. La réciproque est vraie si F est
compacte.

ii) Soit Fi,Fy : QO — P(Y) des applications multivoques ¢ — & scs et fermées. Si on a
Fi(x) N Fy(x) # @ sur Q, alors Fy N F, est scs si I'une des F; est compacte.

iii) Si F : QO — P(Y) est e — J scs, alors la fonction f(x) = p(y, F(x)) est semi-
continue inférieurement pour tout y € Y.

Exemple 1.3

1. Un contre exemple du i) de la Proposition 1.2, est donné par I'application multivoque
suivante : Soit F : Q — P(R) définie par

0 , t#40
F(’*):{]g,%] S il

F est clairement € — 6 scs, mais F~1({1}) = R/{0}.

2. Un autre exemple oil F est fermée est le suivant : Soit F : Q — P(IR?), oit Q = [0,1]
définie par F(x) = {x} x Ry. A = {(t,1/t);t > 0} est une partie fermée de R? (voir
[80, page. 156]), mais on a F~1(A) =]0,1].
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I
Y

'O
\/

-1

1.2.2 Semi-continuité inférieure

Définition 1.6 ([22]) Une application multivoque F : QO — P(Y) est dite semi-continue
inférieurement (sci en abrégé) si pour tout ouvert A C Y, I'ensemble F~1(A) est ouvert
dans Q). Elle dite € — ¢ sci si pour tout xo C Q et € > 0, il existe 6 = §(xp,€) > 0 tel que
F(xp) C F(x) 4+ B¢(0) sur Bs(xg) N Q.

Remarque 1.3
1. en termes des suites on peut formuler la définition de sci par : soient {x, },>1 une suite,

xo € Q et A C Y une partie ouverte avec xy e xo et F(xg) N A # @, alors
F(xy) N A # @ pour n trés grand. Intuitivement la limite des F(x,) doit étre au moins
aussi grand en terme d'inclusion que F(xq), en d’autres termes, F peut seulement sauter
vers l'intérieur.

2. de méme fagon on peut traduire la définition de e — & sci par

lim e(F(xo),F(xi)) = 0,

i—+00
pour chaque suite (x;)ien C ) convergente vers x.

Exemple 1.4
1. Un exemple d’application multivoque sci est I'application F : R — P(R) définie par

LY, t£0
F(t)—{ 0} . t=o0.
On peut vérifier facilement que cette application multivoque n’es pas scs.
2. Un exemple tres général d’application multivoque F : QO — P(R) semi-continue
inférieurement, est définie par F(x) = [¢(x),P(x)], oit p(x) : O — R est semi-
continue supérieurement, et P(x) : Q) — R est semi-continue inférieurement.

Proposition 1.3 ([22, p. 13]) Soit X, Y deux espaces métriques et () C X non vide. Alors
ona
i) SiF: Q w— P(Y) est e — 6 sci alors elle est sci. La réciproque est vraie si F est
compacte.
ii) Si Fi,F, : Q +— P(Y) sont € — & sci convexes fermées telles que F = F; N F, est
bornée avec F(x) # @ sur Q), alors F est ¢ — J sci.
iii) F : Q — P(Y) est sci si et seulement si, la fonction f(x) = p(y,F(x)) est semi-
continue supérieurement pour tout y € Y.
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1.2.3 Sélection continue

On termine cette partie par deux théoréme. Le premier est le fameux théoreme
sur les sélections due a E. Michael.

Théoréme 1.3 (Michael [22, p. 14]) Soit X,Y deux espaces de Banach et (3 C X non
vide, et soit F : Q) +— P(Y) une application multivoque fermée convexe, sci. Alors F admet
une sélection continue, i.e. il existe f : Q) — Y continue tel que f(x) € F(x),Vx € Q.

Théoréme 1.4 ([22, p. 14]) Sous les hypotheses du Théoreme 1.3, avec Y séparable, F
admet une suite de sélections f,, continues telles que F(x) = {fn(x) : n > 1} sur Q.

1.2.4 Continuité

Définition 1.7 Une application multivoque F : Q) — P(Y) est dite continue si elle est
semi-continue inférieurement et supérieurement.

La définition précédente est fréquemment utilisée dans la littérature, mais la
continuité au sens métrique (ou au sens de Hausdorff) est la plus utilisée.

Définition 1.8 Une application multivoque F : O — P(Y) est dite continue au sens de
Hausdorff ou H-continue si elle est € — § semi-continue inférieurement et supérieurement.

La définition précédente est équivalente a ce qui suit :

lim H(F(x;),F(x)) = 0,

— 400
pour chaque suite (x;);en C Q convergente vers x.

Définition 1.9 Une application multivoque F : Q) — P(Y) est dite lipschitzienne s'il
existe A > 0 tel que :

Vxq,xp € QO H(F(x2),F(x1)) < Aljlxg — x1]|.

1.3 Mesurabilité

Rappelons qu'un espace mesurable est un couple ((2, .4), ot Q) est un ensemble
et A € P(Q) est un o-algebre (ou tribu), i.e. une famille de parties de Q) qui vérfie

i) @ e A
ii) Stabilité par passage au complémentaire, i.e. Si B € A, alors B° = ()/B € A.

iii) Stabilité par union dénombrable, i.e. si B; € A, i € IN, alors |J B; € A.
ieN
Soient ();, A;) deux espaces mesurables. On considére 1’espace produit (0 X
0, A1 ® Ap), ott A1 ® A; est la plus petite o-algebre qui contient By x B, pour tout
B; € Ay et B, € A,.
Une application multivoque F : O — P(()) est dite A} ® Ay-mesurable si
F~Y(By) € A; pour tout B; € As.

10
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Un espace mesuré est un triplet (Q), A, v) tels que (0, .A) est un espace mesu-

rable, et v : A — Ry U {+0co} est une mesure, ie., v(®@) =0etv(U B;) = ¥ v(B;)
i>1 i>1

pour toute famille (B;);>1 C ‘A, a parties disjointes deux a deux.
Exemples Les exemples les plus importants sont :

1. (M, B) oit M est une partie d’un espace de Banach Y et B est la o-algeébre de Borel,
i.e o-algébre engendrée par 'ensemble des ouverts de M.

2. (J,L), oir ] est une partie de R™ Lebesgue-mesurable, et L la famille des parties
mesurables (au sens de Lebesgue).

Définition 1.10 Soient (Q), A) un espace mesurable et Y un espace de Banach. Alors une
application multivoque F : Q — P(Y) est dite A-mesurable si F~1(B) € A pour tout B
ouvert.

On peut exprimer la A-mesurabilité en termes de fonctions distances.

Proposition 1.4 Soient (), A) un espace mesurable, et Y un espace de Banach séparable.
Alors F : OO — P(Y) est mesurable si et seulement si p(y, F(-)) est mesurable pour
chaquey €Y.

1.3.1 Sélection mesurable

Maintenant, nous rappelons le théoreme de Kuratowski/Ryll-Nardzewski sur
les sélections mesurables.

Théoreme 1.5 ([22, p. 22]) Soient (), A) un espace mesurable, Y un espace de Banach
séparable, et F : Q) — P(Y) mesurable fermée. Alors F admet une sélection (A, B)-
mesurable.

Théoreme de représentation de C. Castaing.

Théoréme 1.6 ([22, p. 23]) Sous les hypothéses du Théoreme 1.5, F admet une suite de
sélections f,, (A, B)-mesurables telles que F(x) = {fu(x) : n > 1} sur Q.

Rappelons qu’une fonction indicatrice x4 : E — {0,1} ot A C E, est définie
par xa(x) =1six € Aet xa(x) =0six ¢ A.

Soit Y un espace de Banach. Une application multivoque F : Q) — P(Y) est dite
étagée s'il existe une famille (B;) C A, disjointe avec |J B; = (), et une famille

i>1
(Ci) C X fermée telles que F(x) = ) x5, (x)C:.
i>1
Définition 1.11 ([86, p. 2]) soit (QQ, A, v) un espace mesuré, Y un espace de Banach
séparable, et F : Q) — P(Y) fermée. F est dite fortement mesurable s'il existe une suite
d’applications multivoques F, telles que li_r>n H(F(x), Fu(x)) = 0 v-p.p sur Q.
n—,oo

Proposition 1.5 ([86, p. 2]) Soit | = [a,b] C R, Y un espace de Banach séparable et
F:Q — P(Y) compacte. On a I'équivalence entre :

11
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1. F est L-mesurable.

2. F est fortement L-mesurable.

3. Pour tout B fermé, F~1(B) € L.
Théoreme 1.7 ([22, p. 25]) On considere (J, L, ) avec ] = [0,a] C R et Y un espace de
Banach. Alors

1. Supposons que Y est séparable, et F,G : | — P(Y) mesurables fermées telles que I'une
des deux est compacte et F(t) N G(t) # @ sur ], alors F N G est fortement mesurable.

2. Soit G : J +— P(Y) fortement mesurable, compacte (ou fermée si dimY < o), et
z : | = Y fortement mesurable. Alors G admet une sélection fortement mesurable v

telle que |z(t) — v(t)| = p(z(t), G(t)) p.p sur J.

1.3.2 Applications multivoques a deux variables

Définition 1.12 ([22, p. 26]) Soit ] = [0,a] C R, Y un espace de Banach et D # @
une partie de Y. Alors F : | x D — P(Y) est dite presque scs (respect. presque continue)
si, pour ¢ > 0 il existe J¢ C | fermée avec u(J/J:) < e tel que F|j,«xp est scs (respect.
continue). F est dite presque sci, si pour € > 0 et @ # C C D compact, il existe [ C |
fermé avec u(J/Je) < e telle que F|j,«p est sci et vect(F(J. x D)) est séparable. On écrit
w(-) € F(-,v(+)) ala place de ” w est une sélection fortement mesurable de F(-,v(-)) "

Proposition 1.6 ([22, p. 26]) Soit ] = [0,a] C R, Y un espace de Banach, F : | x Y —
P(Y), etveC(],Y). Ona,

1. Si F(t,-) est scs et F(-,x) admet une sélection fortement mesurable, alors il existe w €
E(,0())
2. Si F est presque sci et z : | — Y est fortement mesurable, alors il existe w € F(-,v(-))

tel que |z(t) —w(t)|= p(z(t), F(t,v(t))) p.p sur J.

1.3.3 Intégrale d’une application multivoque

Soit (Q), A, v) un espace mesuré, et Y un espace de Banach. On note par F
’ensemble des sélections intégrables de F : Q) — P(Y), i.e

F={fe LY (O, Av)|f(x) € F(x) v — presque partout sur }.

Définition 1.13 ([1, p. 326]) L'intégrale de I'application multivoque F sur () est I'en-
semble des intégrales des sélections intégrables de F :

!Pdv:: {({fdvfe}"}.

12
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Théoréeme 1.8 (Convexité de l'intégral [1, p. 327-329]) Soit F : Q) — P(RR") une
application multivoque mesurable, fermée. Si v est non-atomique, alors 'intégral [ Fdv est

Q
convexe, et on a la propriété suivante;

froe=(f=)

Et on a aussi pour tout d € R"

o (JPdv,d) :!U(F,d)y(dv).

1.4 CoOnes tangents

Soit D € P(Y) fermée, et f : D — Y. Supposons que x : [0,5] — D est C! avec
x(0) = xg et x(t) = f(x(t)). Alors on a en particulier :

x(h) = xo + hf(xo) +o(h) 0= p(x(h), D) = p(xo + hf(x0), D) +0(h)

avec (Jo(h)| +|o(h)|)/h — 0 quand h — 0. Le fait que I'on considére D C Y impose
la condition suivante : f(x) € Tp(x) ot

Tp(x) = {y €Y| }lliiréh_lp(x +hy,D) = O} pour x € D.

Définition 1.14 ([45, p. 65]) Soit Y un espace de Banach, et D € P(Y) et x € D. Le cone
tangent (de Bouligand) a D pour x est défini par

Tp(x) = {y €Y }l%h_lp(erhy,D) = 0}.
—

Proposition 1.7 ([22]) Soit Y un espace de Banach, et D € P(Y) fermée. Alors

1. 0 € Tp(x) C Tp(x) sur D et Tp(x) = Y sur D, Tp(x) et Tp(x) sont fermés,
ATp(x) C Tp(x) et ATp(x) C Tp(x) sur D pour tout A > 0,
)

2. Si D est convexe alors Tp(x) = Tp(x
3. Si D est convexe alors Tp(x) = {A(y —x)|A >0,y € D} et Tp(-) est sci.

sur D et Tp(x) est convexe.

1.5 Inclusions différentielles, probleme de Cauchy

On se place dans le cadre de la dimension finie. Soient ] = [0, T] C Ret D C R"
un ensemble fermé d’intérieur non vide et une application multivoque F : | x D
P(R"). On s’intéresse au probléeme de Cauchy suivant

{x € F(t,x(t)),

x(O) =x9 € D. (1)

13
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1.5.1 Notion de solution, existence

Définition 1.15 ([22, p. 49]) Une solution du probleme (1.1) est une fonction x abso-
lument continue définie sur |, c’est a dire, toute fonction x : | +— D telle qu'il existe
x € LY(J,R") avec

t
x(t) = x0—|—/3'c(s)ds sur |
0

et qui vérifient x € F(t,x(t)) presque partout sur J.

Il existe plusieurs résultats d’exictence de solution pour l'inclusion différen-
tielle (1.1). On commence par citer quelques uns dans le cas convexe, en commen-
cant par un résultat sur les systémes autonomes,

Lemme 1.9 ([22, p. 53]) Soient Y =R" et D C Y fermé. Supposons que F : D — P(Y)
convexe fermée est telle que

1. F est semi-continue supérieurment,

2. F(x)NTp(x) # @ sur D,

3. [[F(x)]|< ¢(1+ ||x||rn) sur D avec ¢ > 0,

alors pour toute donnée initiale xo € D, le probléme (1.1) admet au moins une solution

absolument continue sur R .

Le résultat précedente permet d’établir le théoréeme suivant sur les systémes
non autonomes :

Théoréme 1.10 ([22, p. 54]) Soient Y = R", ] = [0,a] et D C Y fermé. Supposons que
F: ] x D+ P(Y) convexe fermée est telle que

1. F(t,x) NTp(x) # @ sur [0,a[x D,

2. [[F(t,x)||< c(t)(1 + ||x||gn) sur D avec c € L'(],Ry),

3. F(-,-) est semi-continue supérieurement,

alors pour toute donnée initiale xo € D, le probléme (1.1) admet au moins une solution
absolument continue sur |.

Théoréeme 1.11 ([22, p. 58]) Soient Y = R", ] = [0,a] et D C Y fermé. Supposons que
F: ] x D P(Y) convexe fermée est telle que

. F(t,x)NTp(x) # D sur ] x D,

CIE, )| < e(t) (1 + || x|l ) sur D avec ¢ € LY(],Ry),

3. F(-,x) est mesurable pour tout x € D,

=

N

4. F(t,-) est semi-continue supérieurement pour tout t € J,

alors pour toute donnée initiale xo € D, le probléme (1.1) admet au moins une solution
absolument continue sur |.

Exemple 1.5 Soientn =1, D =R, xg =0, et

14
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-1 , x>0
Flx)=4¢ {-1,1} , x=0
1 , x<0.
F est semi-continue supérieurment, et le probleme (1.1) n’admet pas de solution. Si on prend
F(0) = [—1,1], alors il existe une solution unique (x = 0), qui est méme de classe C'.

Maintenant on donne un théoreme d’existance dans le cas sci; ce qui est une
conséquence directe du Théoreme 1.3.

Proposition 1.8 ([22, p. 65]) Soient Y =R", ] = [0,a] et D C Y fermé. Supposons que
F: ] x D+ P(Y) convexe fermée est telle que

1. F(-,-) est semi-continue inférieurement,

2. F(t,x) C Tp(x) sur [0,a[xD,

3. |F(t, x)||< c(t) (1 + ||x||rn) sur D avec c(-) € L'(J,Ry),

alors pour toute donnée initiale xy € D, le probléeme (1.1) admet au moins une solution
absolument continue sur |.

Malgré que le Théoreme de Michael sur les sélections continues ne s’applique
pas dans le cas non convexe, on a tout de méme le résultat suivant :

Théoréeme 1.12 ([22, p. 66]) Soient Y = R", ] = [0,a] et D C Y fermé. Supposons que
F:] x D P(Y) fermée est telle que

1. F(-,-) est semi-continue inférieurement,

2. F(t,x) C Tp(x) sur [0,a[xD,

3 [E(tx)[[< e(1+]

alors pour toute donnée initiale xy € D, le probleme (1.1) admet au moins une solution
absolument continue sur |.

x||rn) sur D,

Dans le cas ou F est presque sci (voir Définition 1.12), on a :
Théoréme 1.13 ([22, p. 69]) Soient Y = R", | = [0,a] et D C Y fermé, supposons que
F:] x D w— P(Y) fermée est telle que
1. F(-,-) est presque semi-continue inférieurement,
2. F(t,x) C Tp(x) sur [0,a[xD,
5. IE(0)]1< 1+

alors pour toute donnée initiale xo € D, le probléeme (1.1) admet au moins une solution
absolument continue sur |.

X||rn) sur D,

Le fait d’utiliser ’hypothése “presque sci” ,et non pas “F(-,x) mesurable +
E(t,-) sci”, comme dans le Théoreme 1.11, se justifie par I'exemple suivant :

Exemple 1.6 ([17]) Soitn =2, D =R?, ] =[0,1] et

1, t , x1 =1t
F(t x) :{ {{(1})§<B[(O?if , ;inon

15
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oit B C R est non mesurable (au sens de Lebesgue), alors F est convexe compacte, F(-,x)
est mesurable et F(t,-) est sci. Mais le probleme (1.1) avec xo = 0 n’admet pas de solution,

sinon on aura x1(t) = t et x,(t) = xp(t) p.p.

1.5.2 Lipschitz unilatérale

Pour motiver la défintion on va commencer par un Théoréme de Filippov. Soit
y : [0, a] — R" une fonction absolument continue donnée. Le Théoréme de Filippov
donne une estimation de la différence entre y et 'ensemble des solution de (1.1).

Supposons que F : [0,a] x R" — P(IR") est fermée, et vérifie les hypotheéses
suivantes :

C1) F(-,x) est mesurable pour tout x.

C2) La fonction t — p(y'(£), F(t,y(t))) est intégrable.

C3) 3B > 0,k € L'([0,a], R") tels que pour t € [0,a], F(t,-) est k(t)-Lipschitzienne
p-p sur y(t) + pB1(0).

Théoréeme 1.14 ([1, p. 400]) Considérons une fonction y : [0,a] — R" absolument
continue, et &6 > 0 donné et supposons que les conditions C1 — C3 sont vérifiées. Posons

t

106 = (v (0. Ft,y(0)), m(t) = exp ([ Ks)as),b(6) = exp [ ~k(s)as)

0

et
7)) =m(t) (6 + [ b(s)(s)ds)

Sin(b) < B, alors pour tout xg € Bs(y(0)), il existe une solution x du probleme (1.1) telle
que

vt € [0,a], [x(t) —y(t)[< 7n(t)
et
X' (8) =y ()| < k(£)n(t) +y(t), ppsur [0,a].

Question : Peut-on généraliser/affaiblir la condition de Lipschitz de sorte que
le Théoreme de Filippov reste vrai?

Soit (-, -) le produit scalaire dans R".
Définition 1.16 ([25]) L'application multivoque F : [0,a] x R" +— P(R") convexe,
compacte, est dite vérifier la condition Lipschitz unilatérale (par rapport a x), s’il existe une
fonction intégrable k telle que pour tous t € [0,a] et x,y € R", et v € F(t,x), il existe
w € F(t,x) tels que
(x = y,0—w) < k(t)]x -yl

Remarques
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1) La définition 1.16 peut étre exprimée de maniere équivalente, a I'aide de la fonction
d’appui [26] comme suit :

o(F(t,x),x —y) = o(F(ty),x —y) <k(t)]x —yI?,

pour tout x,y € R", et t € [0,4a].

2) Toute fonction multivoque lipschitzienne vérifie, évidemment, la condition Lipschitz uni-
latérale.

3) Dans le cas univoque oit f : [0,a] X R — R, la condition Lipschitz unilatérale [93]

devient

fltx) = fty) <k(B)(x—y), for y>x
qui garantit 'unicité a droite de la solution du probleme de Cauchy x' = f(t,x),
x(0) = xo (voir [53]).

Exemples
1) La fonction multivoque définie par
F(x) = —x2 + [~1,1]

vérifie la condition de Lipschitz unilatérale.

2) La fonction multivoque définie par

0,1 , x <0
F(x):{ [[—1,]1] , xgo

vérifie, elle aussi, la condition de Lipschitz unilatérale. On remarquera que cette fonction
n’est pas continue, mais elle est scs.

Introduisons a présent la condition suivante sur F :

C’3) F est compacte, convexe. F(t, -) est scs pour tout ¢ et vérifie la condition
Lipschitz unilatérale, et il existe A mesurable telle que

[E(t,x)| := H(F(t,x),{0}) < A()) (1 + [x]).

Théoreme 1.15 ([25]) Considérons une fonction y : [0,a] — R" absolument continue,
et & > 0 donné et supposons que les conditions C1,C2,C'3 sont vérifiées. Alors pour tout
xo € Bs(y(0)), il existe une solution x du probleme (1.1) telle que

vt € [0,a], [x(t) —y(B)[< n(t).
oit 17(t) est définie dans le Théoreme 1.14.
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SUR LA THEORIE DE TIKHONOV POUR LES
INCLUSIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES

2.1 Sur la théorie de Tikhonov pour les équations dif-
férentielles ordinaires

Un systeme lent-rapide est un systéme d’équations différentielles ordinaires sur
un ouvert (2 de R™ x R" de la forme :

{x(t) = f(x,y), x(0) = xo (2.1)
ey(t) =g(xy),  y(0)=wo

avec t € [0,T], T > 0, xg € R", yg € R", f et ¢ sont deux fonctions sufficament
régulieres. Le parametre ¢ représente le rapport entre les deux échelles de temps
des variables x et y, la variable x est dite rapide et la variable y lente. En remplagant
e par 0, 'équation dégénere en un systeme algébro-différentiel, et le systeme obtenu

t
ne peut pas satisfaire les conditions initiales. En introduisant le temps rapide s = :

dans (2.1), les dérivés x’, iy’ de x, y par rapport a ce temps satisfont le systeme
X(s) = ef(xy),  x(0) = xo
y(s)=glxy),  y(0)=wo

qui est une perturbation du systéme associé

{x’(s) =0, x(0)=uxo

V() =sxy) y(0) = o

Quelques ouvrages de référence sur 1’étude du probleme (2.1) sont Wasow, [94],
Vasilyeva et Butuzov [87, 88], Verhulst [91], Banasiak et Lachowicz [10], Shchepa-
kina et Sobolev et Mortell [81], Kuehn [57], Kokotovic et Khalil et O'Reilly [55],
Mishchenko et al [64], Mishchenko et Rozov [65], Lomov [62].

Soit I’équation dite rapide définie par :

dy _
s = g(xy).
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La théorie de Tikhonov pour les systémes lents-rapides (voir [85, 94]), concerne
le systeme (2.1) dans le cas ou 'équation rapide admet un équilibre y = ¢(x)
asymptotiquement stable uniformément par rapport a x.

Exemple 2.1 On considere le probléme a valeur initiale

x(t) =x(t), x(0)=1

ey(t) = x(t) —y(t), y(0)=0
avec t € [0, T], T > 0. La solution du probleme (2.2) est :

(x%t) — exp(t), ¥ (t) = —— [exp(t) - exp<i>]) |

T 1+te €

Si on considere le systéme dégénéré (obtenu pour ¢ = 0), on obtient
W) =29¢), 200)=1
x0(t).
Sa solution est donnée par (f(t) = exp(f),y(t) = exp(t)). On wvoit que les solutions
vérifiées, lorsque € tend vers O :

12°(8) = ()l cjo,7),m1)— O

va €]0, T[, [ly°(t) = v* ()l om0~ O-

2.1.1 Théoréme de Tikhonov

On considere le systeme lent-rapide (2.1), avec t € [0, T], xo € R™, yg € R". On
suppose qu’il existe une application ¢ : R™ — IR" telle que

V(% ¢(x)) € Q= g(x,¢(x)) =0 (2:3)

On considére le systéme réduit

() = f(x,9(x)), x(0) = xo
{y(t) = p(x) 9
I'équatioL rapide est définie par
dy _
25 = 8xy). (2.5)

Nous faisons les hypotheéses suivantes :

T1) I'équation originale (2.1), et 1'équation réduite (2.4), posseédent la propriété
d’unicité de solution.

T2) Les fonctions f et ¢ sont continues sur 'ouvert ().
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T3) L'application ¢ définie en (2.3) est continue, la racine ¢(x) est isolée, i.e. il
existe un réel 7 > 0 tel que si (x,y) € Q, |ly —¢(x)|| < 1,y # ¢(x) implique
g(xy) # 0.

T4) L'équilibre y = ¢(x) de I'équation rapide (2.5) est asymptotiquement stable
uniformément (en x).

Ts) (x0,y0) est dans le bassin d’attraction du point d’équilibre y = ¢(x), i.e. la
solution du probleme.

dy
75 — 80, y),y(0) = o
existe, et reste dans Py ()) pour tout s > 0, et tend vers ¢(xg) quand s — co.
Théoréme 2.1 (Tikhonov [94, p. 253]) Supposons vérifiées les hypotheses T1 — T5.

Soient (x¢(+),y¢(+)) (respectivement (x°(-),y"(+))) la solution du probleme (2.1) (respec-
tivement (2.4). Alors on a :

ey L0 _
tim [ (£) = x7(8) (g0, ) = O

AUR (26)
va €0, T, Ty () — °() g ey = 0

Commentaire 2.1

1. Tikhonov, dans [85], a formulé son résultat en n’imposant pas la propriété d uniformité
a la stabilité asymptotique de 1I'équilibre de I'équation rapide. Cela a été corrigé par
Hoppensteadt [47]. Pour une discussion plus profonde voir aussi [96, p. 20].

2. Le cas de la convergence des solutions sur un intervalle de temps infinie (i.e. T = o0) a
été étudié par Hoppensteadt dans [48], (voir aussi [50, p. 4341).

On considere E = C([0, T],R™) x B([0, T],R"), le produit de I'espace des fonc-
tions continues de [0, T| vers R” muni de la norme de la convergence uniforme, et
l'espace des fonctions bornées de [0, T] vers R”, muni de la distance suivante :

Ty y2) = infa+ B2 |yi(t) —y2(t)] < B, V€ [, T]}.
Alors on peut réécrire (2.6) de la fagon suivante :

lim(x¢,y¢) = (x°,4°) dans E. (2.7)
e—0
On peut vérifier que les deux formulations (2.6) et (2.7) sont équivalentes. On dit
alors que (xf,y¢) converge vers (x°,y") pour la distance de Tikhonov (métrique de
Tikhonov). Donc on peut interpréter le résultat de Tikhonov comme un théoreme
de continuité de la solution par rapport au parametre e.
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2.2 Perturbations singuliéres d’inclusions différen-
tielles ordinaires

2.2.1 Introduction

Soit F : [0, T] x R™ x R" — P(R™ x R") et (x9,y0) € R™ x R". On considere
le systeme singulierement perturbé d’inclusions différentielles ordinaires suivant :

( 8xy‘((tt)) ) < Fbxy), ( ;Egi ) - ( ;8 ) (2.8)

Soit Z. 1’ensemble des solutions de (4.49) (on considere les couples de fonctions
(x%,y°) absolument continues vérifiant (4.49) p.p sur [0, T|). Comme il s’agit de
démontrer un théoreme du type Tikhonov on considére le probleme limite suivant :

( xgt) ) € F(t,x,y),x(0) = xo (2.9)

et on note Zy I'ensemble des solutions du probleme (2.9) (on considére les couples
de fonctions (x%,y") avec x°(-) absolument continue et y°(-) mesurable vérifiant
(2.9) p.p sur [0, T]).

Alors on peut s’intéresser a la méme question que celle correspondant au cas des
équations différentielles ordinaires ; c’est-a-dire, étudier les propriétés de continuité
(au sens métrique) de la multifonction € — Z; en € = 0.

Remarque 2.1 Il existe beacoup de travaux sur la théorie de Tikhonov pour les inclusions
différentielles. On va mentionner les plus citées dans la littérature :

1. La semi-continuité supérieure est étudiée dans

(a) A. Dontchev, Tz. Donchev et I. Slavov [30]. 1l est considéré une partie ZSL C Zg,
constituée par les solutions L-lipschitz, puis est démontré que c’est non vide pour
L assez grand et € suffisamment petit. lls démontrent la scs dans le métrique de
Tikhonoo.

(b) M. Quincampoix [75] dans la topologie de W1 ([0, T],R™) x (C([0, T], R"), T).

(c) Tz. Donchev et I Slavov [27], dans la topologie de (C([0,T],R™) x
(L'[0, T], R") — faible).

(d) A. Dontchev et 1. Slavov [29], dans la topologie de (C([0,T],R™) x
(L2[0, T],R™) — faible), (voir aussi [76]).

(e) On peut trouver aussi I'analogue de I’extension d’Hoppensteadt pour les inclusions
différentielles (i.e. T = +o0) dans [95] (F. Watbled).

2. La semi-continuité inférieure est étudiée dans la topologie de (C([0,T],R™) x
(L2[0, T],R™)) par V. Veliov [89], et par T. Donchev et V. Angelov [24].
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Nous, nous intéressons a la semi-continuité supérieur de Z.

On définit les projections F; and F, de 'application multivoque F : [0, T] x R™ X
R" — Py (R™ x R™) comme suit :

-F 1[0, T] x R™ x R" — P, (R™) telle que :

Fi(t,x,y) = {qb e R™ / (i) € P(t,x,y)}, (t,x,y) € [0, T] x R" x R"

et
-F:[0,T] x R" x R" — P, (R") telle que :

E(tx,y) = {(p eR" / (f)) € F(t,x,y)}, (t,x,y) € [0,T] x R™ x R".

Nous faisons les hypotheses suivantes.

1. F est mesurable en ¢, localement bournée, et ¢ — J scs. F; est continue en y
uniformément par rapport a (f,x). F, est ¢ — J scs.

2. Il existe un compact non vide D C R™ est une multifonction K : [0, T] x D —
Pcp(R™) continue, Lipschitz en x, et satisfaisant pour (¢, x) € [0, T] x D,
K(t,x) C Ko(t,x) ={y € R"/ 0 € FK(t, x,y), V(t,x) € [0,T] x D}.
3. Fo:[0,T] x D — P(R™) définie par
Fo(t,x) = R (t,x,K(t,x)) = | F(txy), for (tx) € [0,T] x D,
yeK(t,x)
vérifie la condition de Lipschitz unilatérale (voir Définition 1.16), fermée,

presque sci (voir Définition 1.12) et, est telle que : H : [0,T] x D — P(R™)
définie par
H(tx) = co( N Rt B,x(x))> for (t,x) € [0,T] x D,
a>0

est compacte et scs, et I'ensemble des solution du probleme
x(t) € H(t,x), x(0) = xg (2.10)

est dans D.

4. (Stabilité asymptotique forte de K) Pour tout p > 0 il existe § = 5(u) > 0
et pour tout 6 > 0 il existe 79 = 10(6,0) tel que pour tout (¢, x) € [0, T] x
D et toute solution y de l'inclusion associée (i.e Z—Z € E(t,x,y)) qui vérifie
p(y(0),K(t,x)) < 6, existe sur [0, +oo] et satisfait p(y(7), K(t,x)) < u, VT >0
et p(y(7),K(t,x)) < 0, VT > 1.

5. Pour tout 8 > 0, il existe 1) = 1y(0) tel que toute solution y du probleme

d
=2 € B(0,%0,3), ¥(0) = yo, (2.11)
est prolongeable sur [0, +co], et satisfait

p(y(7),K(0,x0)) <6, VT > 10.
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On considere l'inclusion différentielle suivante
{u(t) € Fo(t,u)
u(0) = xo.
Théoreme 2.2 Supposons vérifiées les hypotheses (1)-(5). Alors il existe g9 > 0 tel que

pour tout e €]0, ¢, toute solution (xe,y.) de (2.8) est prolongeable a [0, T] et x.(t) € D
pour tout t € [0, T|. De plus, si

(2.12)

ae := sup p(xe, Zo)
X €P(Ze)

et

()= supp(ve(t) K(txe(1)),
(Xeye) EZe

alors g et vy, vérifiant les propriétés suivantes :
(a) lima, = 0.
e—0
(b) (7e)e est uniformément bornée.
(c) ll_r>r(1) Ye(t) = 0 uniformément sur tout intervalle [0, T], 6 > 0.

Les conditions (1)-(5) sont les extensions naturelles des conditions de Tikhonov
pour les équations différentielles ordinaires, mais I'exemple suivant montre que Z,
n’est pas semi-continue supérieurement.

Exemple 2.2 ([90]) Considérons le systeme suivant :
x(t) =oy1, x(0)=0
eyr(t) = —y1 +uy1(0) =0
eya(t) = —y2 +0,2(0) =0, u,v € [—1,1].
Ona K(t,x) = K = {(y,v2),y1 € [-1,1],y2 € [—1,1]}. Les conditions (1)-(5) sont

satisfaites, mais Z n'est pas scs.

Démonstration. Onnote h = eln(2), et £ = ih pouri = 1,... Soit u(t) = (—1)" pour

t € [t5,t5, 4] Soit y{ la solution de la deuxiéme équation. Alors on peut vérifier que
3

yi change de signe sur chaque intervalle [}, t{, ], car :
yi(t) + (=1

Aussi que
1
/0 lyi(£)|dt > 6 > 0,Ve > 0.
On pose v(t) = sign(yj(t)). Alors la solution y5 associée a la troisieme équation
<

vérifie y5(t) . Si on a la semi-continuité supérieure dans le métrique de Tikho-

1w

te une solution (x°,19,19) du probleme

x(t) =vy;, x(0)=0
vy =u,u € [-1,1],

nov, alors il exi

9]

vy =v,0€[-1,1]
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telle que
(°(-) = 2°()) 5 0
ae(-) == () —¥5(-) =0
Be(-) :== (¥3() —15(-)) =0
On a aussi

1 1
> [+ [ i
0 0
On arrive ainsi a une contradiction, puisque (x¢(+) — x%(-)) So. [

Discussion 2.1

1. L'hypothese que Fy vérifie la condition Lipschitz unilatérale peut étre déduite :

- de la condition suivante : pour tous t, (x1,y1), (x2,y2) et uy € Fy(t,x1,y1), il existe
uy € Fi(t,x,12) tel que

(x1— xo, 11 — u2) < A1 ()||x1 — x2||> + Az [y — 2| (2.13)

ou encore
(x1 = x2,u1 — u2) < M (B = %2>+ Aallyr = yall 1 — x2 (2.14)

avec A1 € L]0, T),
- et de la condition K(t,x) est lipschitzienne.

2. Dans [90], la condition de Lipschitz sur I'application F (et par conséquence sur ces pro-
jections) était imposée. Pour notre résultat, nous avons simplement besoin de la conti-
nuité de Fy en y, et de la semi-continuitée supérieure de F;.

3. Dans [90], F, est continue en t. Ici, nous supposons seulement qu’elle est mesurable.

4. Dans [90], la condition de Lipschitz est imposée a I'application multivoque Fy, alors que
dans ce travail on suppose seulement que Fy vérifie la condition Lipschitz unilatérale.
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Nous allons commencer par montrer quelques résultats préliminaires.

2.2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.3 Soit A un compact de RP et G1,Gy : [0, T] X A — Pey(RP) deux multi-
functions fermées, localement bornées en t, et Gy est scs. Soit e — 0, tp — t* € [0, T, et
supposons que toute solution du probléme suivant

d
£ € G1(ty + &7, z) + exGo (b + €T, 2), (2.15)
z2(0) =z c A
est définie au moins sur [0, 7). Supposons aussi que toute solution de
dz . -
dat © Gt 2), (2.16)
Z(O) =2y

est dans A. Alors, pour tous Tty > 0 et o > 0, il existe kg tel que si k > ko, alors 1. > T et
toute solution z(-, e) de (2.15) est prolongeable a [0, 1| et il existe une solution z de (2.16)

telle que : ||z(-, &) — Z(')||C[O,To]< &.

Démonstration. Soit z(-, €x) une solution du probleme (2.15). On a

Tk
Iz(ri ) =20, el < [ (1Bt + e, 2) | +edll Gt + 267, 2)] ) v
< My + €T M;.

C’est-a-dire, qu'il existe T* > 0 avec T* < T pour k suffisamment grand, tel que la
suite {z(-, &)} est uniformément bornée et équicontinue. Alors, par le Théoreme
d’Arzela-Ascoli, il existe une fonction Z absolument continue, telle que ||z(-, &) —

Z( Mg, 0
Maintenant on va démontrer que Z est solution de (2.16). On a

2(1%) = 2(") = lim (=(7% &) — 2(7' 1)

€ lim <G1(i’k + 8kT,Z) + Esz(tk + SkT,Z)>dT.

k—o00 Tl
On note z(+, &x) = zi(+). On obtient

2

T 72
e( /T1 Gi(ty + &xT, z) + exGo (b + €T, 2¢)dT, /T1 Gl(t*,Z)dT)

T2 T2 T2
§e</ Gl(tk+skr,zk)dr,/ Gi(t",2)dr) —|—skH/ Ga(ty + £47, 2 )dT|)-
Tl Tl Tl

Comme z; € A et G, est localement bornée uniformément en ¢, il existe M > 0 tel
que

TZ
exll /{1 Go (b + &, T, z)dT|| < (7> — )M — 0.
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D’autre part, VT € [11, 72|, ty + &xT — t* avec z(-) — Z(+), donc

nk(T) = 6<G1(tk + EkT,Zk(T)),Gl(t*,Z(T))> — 0.

De ce qui précéde on déduit que

2

T 72
e(/1 Gl(t‘k—|—sk’r,zk)d”r,/1 Gl(t*,Z)d’L') — 0.
T T

Donc, on obtient

2 2

T T
€< /rl G1(ty + &7, Zk) + exGo (tr + T, Zk)dT, /rl Gl(f*,Z)dT> — 0.

Ce qui implique

2

2(12) — 2(1)) € / "G, 2.

C’est-a-dire que Z est une solution généralisée de (2.16) (Lemme 1 [2, p. 99] ). Alors
c’est une solution de (2.16). [ ]

Lemme 2.4 Supposons vérifées les conditions (1), (2) et (4). Alors, pour tout u > 0 il existe
eo = eo(p) > 0 tel que, pour tous ty € [0, T|, xo € D, yo satisfaisant p(yo, K(to, x9)) <
8(5) et e € (0,e0), toute solution (xe,ye) de (2.8) est prolongeable et satisfait

o (vet) K(t xe(1))) < @17)

au moins tant que x¢(t) € D et t < T.

Démonstration. Toute solution (xg, y¢) de (2.8) est localement prolongeable si x,(t) €

D. Supposons que cette proposition n’est pas vraie. Ceci entraine que pour toute

suite (¢f) telle que ¢ — 0, et pour tout k € N, il existe t§ € [0,T], x5 € D,

yb € K(tf,xk) + 6B. Fixons 6 = 6(5). Supposons que (x,,:,) est une solution
de (2.8) avec (tlé, x](‘), y](‘)) comme condition initiale de telle facon que (2.17) n’est pas
satisfait en t, mais x.(t) € D.

K étant continue, (xe,, Ve, ) l'est aussi. Alors il existe f; > t§ tel que

o (ee (5), K(t,x0, (1)) < p, Vt € [t E. (2.18)
Onad(s) <5 <y, etdoncf > tlé (voir (4)), et

o (Ve (B, K(Fi 3, (8)) ) < (2.19)

xe, (t) € D, Vt € [t§,F]. Par la continuité de K, x., et i, comme & < y, il existe
t = t maximal dans |, f;[ vérifiant

p(ygk(tk),K(tk, xgk(tk))> <é. (2.20)
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Dong, pour tout t €|t fx[, on a

5 < p(yek(t),K(t, xsk(t))> < (2.21)

tr € [0,T], x¢, (tx) € D, ye,(tx) € K(t, x¢,(tx)) + 6B. Ce qui implique qu'il existe
un point d’accumulation de I'ensemble {(f, x¢, (fx), Ve, (tk)) }kenw. On va le noter
par (t*,x*,y*). Il existe une sous-suite (en utilisant le méme indice), définissant les
fonctions :

TelT) =xe (e tar) {0, = tk} = [0, 7.
Jei (T) = Ye, (b + &x7) €k
Le couple (%¢,, J¢, ) résout 'inclusion
fé (T) 8kpl (tk + €T, fsk/ ?sk) = _ ~ _
(3w ) e (Rt oty ) 50 = 500.0,0) = 1) 222

On consideére

X'(t) =0
i x(0) = x*,y(0) = y* (2.23)
T ehay MO =0 =y
sur lintervalle [0,7], ot wm = 7(6,%) est fixé de telle facon que

p(y(ro),K(t*,x*)> < § (voir (4)). Par (2.20), p(ye,(t), K(te xe, (t))) < 0. On
obtient p(y*, K(t*,x*)) < é:
p(v(0), K, 2%)) < § (224
p(y(ro),K(t*,x*)) < g (2.25)
Par le Lemme 2.3, il existe une solution (x,y) de (2.23) telle que :

VT € (0,7, [x(7) = %o (D) + |y(7) = Fer (T)[ = 0 (2.26)

oll T, = min{1, T}, et cette limite est uniforme par rapport a 7. Le couple (x,y)
satisfait (2.24). Pour k suffisamment grand on obtient

vt e [0, %, p(gsk(r),K(t*,x*)) < g

t—ty

De plus, x(-) = x™. Ainsi, pour t € [t, t, + €T et T = —* on trouve,

p (yeu (1), k(8 xe, (1)) = p (e (1), Kty + 61, 54, (1)) ) < 5.
Par le Lemme 2.3, Ty = Tp. Donc (2.26) appliqué a T = 13 nous donne
0 (y'gk('ro), K(t*, x*)) < g, pour k suffisamment grand.
Nous avons
[ (]/sk(tk + €x70), K(t + €xT0, Xe, (e + skTO))> < g, pour k suffisamment grand.

Ceci contredit (2.21). |
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Démonstration du Théoréeme 2.2. Définissons
w(p) = sup {e(Fl(t,x,y),Pl(t,x,K(t,x))), te[0,T],x €D, p(y,K(t,x)) < ;4}.

Par la continuité de F;, on a w(p) — 0 quand p — 0. Par la condition (3), ’ensemble
des solutions du probleme (2.10) est un compact de C[0, T| (voir [22, p. 79]). Alors, il
existe S; C D compact tel que toute solution x de (2.10) vérifie x(t) € S1,Vt € [0, T].

Soit Bp > 0 tel que S;+ BoB C D et B = B(0,1). K(0,xp) étant compact, des
conditions (1) et (5), on déduit 1'existence d'un ensemble compact S, C IR" tel que
7(T) € Sy, VT > 0, ot i est une solution de (2.11).

Nous fixons y €]0, o] et notons 6 = §(%) (voir (4)). Soit (x¢, y¢) une solution du
probleme (2.8) sur [0, T]. Alors

Te(T) = xe(e7) 1
{%(r) T I

satisfait 'inclusion

_é F s Xe, Ye _ _
( chégg ) © < SP;((:TT, ;g,y-yg)) )fxs(o) = x0,7¢(0) = Yo

On considere
'(t) =0

(1) €R0,%7)
sur l'intervalle [0, 5] ot 1y = T(g) (voir (5)). Notons par I' = (xg + Brn) X (Sp +

Brn) et supposons que (%:(T),7:(7)) € I avant I'instant 7. Alors, par le Lemme 2.3
il existe une solution (%, 7¢) telle que la fonction

=

%(0) = x0,7(0) = yo (2.27)

7e(T) = [%e(T) = Ze(T) | +[7e(7) = Fe(7), 7€ [0, 0] (2.28)

tend vers zéro uniformément. Comme %:(7) = x¢ et J.(7) € Sy, pour ¢ suffisam-
ment petit (7 < 1), on a T, > Tp. Par la condition (5) et (2.28), on obtient

p(7e(10), K(0,x0)) < g
26

p(7:(0),K(0,x0)) < 3

car |7¢(7) — Je(t)|— 0, quand ¢ — 0. Alors d(y.(e1), K(et, xe(€79)) < J pour
¢ suffisamment petit, tenant compte du fait que 7.(7) = y.(e1w), K et x, sont
continues. Par le Lemme 2.4, pour ¢ < gy(), on trouve que

o(ve(D) K(t,xe(1))) < p, Vt € [eno B (2:29)

ot t, = T ou bien x¢(f;) € dD. Dans les deux cas, x,(t) € D pour t € [0,#].
Par (2.28), sachant que (x¢(t),y:(t)) € T, pour t € [0, eTp], on obtient
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p(yg(t),K(t,xg(t))) <Gy, te€0em) (2.31)

ou C; est indépendant de ¢ et y. Par (2.29), (2.30) et (2.31), on a

{ |xe(£) — x0| <1, t €]0,em] (2.30)

Xe = /OTp<x€(t),F1(t, xe, K(t, xg))>dt

T
:/0 e<F1(t,x£,y£),P1(t,x£,K(t,xg))>dt < 5,(Ca)oe + Tox (1).

On pose pe(t) i= p(a‘cg(t),Po(t, xg(t))). Soit

Ge(t,u) = {v € R", (u—xe(t),0—%e(t)) < La(t)[Ju = xe(£) > + pe(B)llu — xe(1) |1}

G, est non vide, mesurable en ¢, scs en x, et compact.
Soit (t,u) fixé et w € Fy(t, xe(t)) tel que |w — x(t)| = p(xe(t), Fo(t, xe(t))) =
pe(t) et soit v € Fy(t, u) tel que

(u—xe(t), v —w) < Le(t)||u — xe (1)

Ce qui est possible car Fy(t,-) vérifie la condition Lipschitz unilatérale avec la
constant Ly(f). On a

(u = xe(t), v = %e(t)) < La(8) | — 2e(5) |7 + (1 — xe(), w0 — e (1))
< La(#) ]|t = xe(£) ]| + pe(t) |1 — xe(1) -
Alors v € G(t,u) (donc G(t,u) est non vide). Il est clair que v € Gg(t,u) N Fy(t, u)

et donc
Ge(t,u) NFy(t,u) # @. (2.32)

Maintenant, on considére le probleme

u(t) € Ge(t,u) NH(t, u
{()_4 )N H(tu) (233
u(0) = xp.
On a Ge(t,u) NH(t,u) # @ a cause de (3.31), et le fait que Fyo(t,u) C H(t,u) =

conv (| Fo(t, By(1)).
a>0

G, et H sont mesurables en t, et scs en x. H est compacte. Donc G, N H est scs
en x, mesurable en ¢, et compacte convexe (car H est compacte et G, est fermée).
Alors (2.33) admet une solution xY() (voir Théoréme 1.10 ) qui vérifie

(6 (8) = xe(t), %2 (£) — () < Lue(B) |2 (8) = xe(8) > + pe(®) (|22 () — xe(1)]].
On pose 7¢(t) = [x2(t) — x¢(t)]. Alors

{ Fe(t)re(t) = Ly(8)r2(E) + pe(t)re(t)
£(0) = 0.
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Par une argumentation semblable a celle donnée dans [25], on obtient

{ut) Le()re(t) + pe(t)
re(0) = 0.

T T
Par le lemme de Gronwall on trouve r.(t) < exp (f Lx(t)dt> | pe(t)dt. Donc il
0 0
existe une solution de (2.10) telle que
12 (£) = xe(1)]| < C(8x(Ca) o8 + Tox(n))- (2:34)

x¥ est une solution de (2.10). L'ensemble des solutions du probleme (2.12) est dense
dans I’ensemble des solutions du probleme (2.10) (voir [23]). Alors on peut suppo-
ser qu'il existe x! une solution du probléme (2.12) telle que

e (£) = xe(£)]| < 2+ C(0x(Co)Toe + Tox(p)) - (2:35)
1)
On définit R(s) = {y € K(s,x1(s)) : f(s,y) = inf  f(s,B)}, otr
PEK(s,xi(s))

f(s,B) = plxi (), Fi(s,x:(s), B))-

Si Fi(s,xl(s),B) est continue en B, alors f(s,8) est continue en B aussi

(voir [1, Theorem 8-2-11, p. 316]). R est mesurable et fermée, inf  f(s,f) =0,
BEK(s,xt (s))
car

xe (1) € Fu(t,xe (1), K(t, xc (1)),

Par le Théoreme de Kuratowski-Ryll-Nardzewski (Théoreme 1.5), R admet une
sélection mesurable y!(-). Comme K est compacte, alors y!(s) € K(s,x!(s)). F; étant
fermée,

xe (£) € Fi(t,xe (b), ye (1)) et ye(s) € K(s, x¢(s)) = 0 € Fa(t, xg (1), e (1)

Ainsi, (x1(-),yl()) est une solution de (2.9).
Comme y est indépendant de ¢, la quantité I(y, ) peut étre choisi tres petite et
les propriétés a, b, c sont alors des conséquences de (2.31), (2.29) et (2.34). ]

223 CasF=F xh

Corollaire 2.1 Supposons vérifées les conditions (1)-(5) et (2.13), avec F = F; X F,. Alors
'application multivoque Z est scs pour la distance de Tikhonoo.

Démonstration. Soit (x9(t),y?(t)) une solution du probléme (2.8). Par le Théo-
réme 2.2 il existe y! € K(-,x%(+)) mesurable tel que |yl (t) — y2(t)| < e(t). Soit

G(t,z) = {"‘ € At zy (1), (z—x(t),a—i(t)) s}
' A O]20() — 2l + Aslly2() — 2 (D)2
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G(t,z) est non vide (car Fi(t,-,-) vérifie la condition Lipschitz unilatérale), mesu-

rable en f et scs en z, localement bornée (voir Théoréme 1.10). Il existe alors x! une

solution de
{z(t) € G(t,z)

z(0) = xp.
Donc x} vérifie
%o (1) € Rt xi (1), yi(t))
x(0) = xg
avec

(xe (1) = x(1), 28 (1) = 22(8)) < M(B)[|x2(8) — 22 (B) |1 + Ao (1)
Soit r(t) = |x2(t) — x1(t)|>. On a

r(t) < 2Azexp (2 /OT Al(s)ds) /OT Y2(s)ds.

C’est-a-dire

x1(:) = x2()||= Be < \/2)\2 exp (2 /OT Al(S)dS) /OT 72(s)ds.

Alors liII(I) Be = 0. On suppose que la suite (xi(-),yi(-)) est construite pour i = k par
e—

2E(t) € Rt xg(8),ye(1), |xE(t) — xE 1 (D))< al(h)
ye(t) € K(,xf () = 0 € B(t, x 1(f) ye()) (2.36)
tel que |y5(t) —y*1(t)|< Lak=1(t), pour k > 1

avec

ak(t) = [(ZAZLZ exp (/OT 2/\1(s)ds))k_1 %‘ : Be,

ou L ici est la constante de Lipschitz de K(¢, -).

Ftape k +1: on a y¥(t ) € K(t,xk71(t)), et K(t,-) est lipschitzienne donc il existe
une selectlon mesurable y5+1 telle que : y¥+1(t) € K(t, xK(¢)) et ||[ykT1(t) — y¥(1)]| <
Ik (8) — 1 (8)[[= Lak(e), ¥t € [0, T,

Moyennant une argumentation similaire a celle utilisée dans la construction de
G, on déduit I'existence d’une solution xf*! du probléeme

{x € Fi(t,x, yk+1(t))
X(O) = X
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telle que

(<) — x5 (8), 241 (1) — £5(0) < (01 (E) — XK (DI + Ay () — () 12
< A (O (8) = xE ()2 + Ao (Lak ()2

Soit rkT1(t) = ||xkF1(¢) — x5(#)]|?. On a

L) < 240 ()KL (E) + 2A0(Lak(t))?
rA1(0) = 0.

Ce qui nous donne

K1) <2M5L% exp (2 /OT Al(s)ds> /Ot(alg‘(s))zds

et dela

L) < <2A2L2 exp (2 /O ! Al(s)ds>) - <2A2L2 exp (2 /O ! Al(s)d5>>k_1
B2 /t %ds

< (2/\2L2exp (2/0 Ay (s)d >) B = (et )>.

Alors [|x51 () — xK(#)|| < ak*1(t). On a aussi
o k+1
Z as+ (t) < Cﬁﬁ
k=0

ott C est indépendant de t et ¢, avec (2.36) (xX,y¥) converge uniformément vers
(%e, J¢). On choisi une sous suite L>-faiblement convergente de la suite 1¥. Comme
F; est scs et compacte et qu’elle est convexe, on applique le théoreme de Mazur [63,
page. 216], pour obtenir

Ve [0,T), £:(t) € Fi(t, %(8), 5e(1)).

F, est scs et fermée, alors 0 € F(, %(t), Jc(t)). Ainsi, (%, J¢) est une solution du
probleme (2.9), avec

I£e(t) = x2(B)II< Yo ai(t) < CiBe
et
17:(£) = ye ()] < H}?s( ) = et )H+Hy3(t) — ()l
< ZHJ/“ e+ llye (1) = 2 ()
< LClﬁe +7e(t).
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Lim || £ (t) — 2)(#)[|= 0

e—0

Va >0, Liml|g:(t) — y2(8)]|= 0, Vt € [a, T].
e—0
|

2.3 Application : Modeéle de ressource-consommateur

2.3.1 Le modele

Les variables s, x1 et y;, étant, respectivement, le temps, la population et la
densité de la ressource, le modele de ressource-consommateur logistique suppose
que dans l'écosysteme L le taux de production de la ressource y; est constant, et le
taux de croissance de x; est proportionnel a y;. Le taux de consommation (pour x;)
de la ressource est proportionnelle a x, et pour d’autre éléments de I'écosysteme
L, proportionnel a y;. Le modele s’écrit ainsi (voir [59])

dx . _
dds I (2.37)
% =a—by; —dx

ou a, b, ¢, d sont des constantes positives.

On suppose que A et B sont les niveaux de référence de la population et res-
source, respectivement. Alors la quantité (cB) ! a la dimension du temps. Donc on
peut introduire les changements de variables suivant

t = cBs, x(t) = x1(s)/ A, y(t) = y1(s)/B.
Pour b > ¢B, on pose

- cB
b
qui est un parametre tres petit. On introduit aussi
a a
r = ﬁ/ M1 ﬁ
Donc on arrive au probléme suivant
dt
dy x (2.38)
e =—|y—-r|l——
dt M,

avec 0 < ¢ < 1. La condition initiale associée est x(0) = 1 < b,y(0) = B».

Avant d’aller plus loin dans l'étude du probleme (2.38), nous rappelons
quelques notions élémentaires de la théorie des ensembles flous, puis nous pré-
sentons une comparaison entre les inclusions différentielles floues et stochastiques.
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2.3.2 Théorie des ensembles flous

La théorie des ensembles flous, introduite en 1965 par L.A. Zadeh, Professeur a
I'université de Californie a Berkeley, est en fait un pas vers un rapprochement entre
la précision des mathématiques classiques et la subtile imprécision du monde réel :
un rapprochement né de l'incessante quéte humaine pour une meilleure compré-
hension des cheminements mentaux de la connaissance (Kaufman, [49]). Elle a
donc pour objet d’étude, la représentation des connaissances imprécises et le rai-
sonnement approché.

Définition 2.1 (Sous-ensemble flou) Soit U un ensemble de référence et soit u un élé-
ment quelconque de U. Un sous-ensemble flou A de U est caractérisé par une fonction
d’appartenance qui associe, a chaque point u de U un réel dans I'intervalle [0,1]

HA: uw— [O,l].

La fonction p 4 représente le degré d’appartenance de u a A . On observe les
trois cas possibles

pa(u) =0
0<pa(u)<1
pa(u) =1

ott, pa(u) = 0siun’appartient pas A, 0 < pa(u) < 1siu appartient partiellement
a A, etyus(u)=1siu appartient entierement a A.

Le sous-ensemble ordinaire A, de U associé a A pour le seuil « est 'ensemble
des éléments qui appartiennent a A avec un degré au moins égal a «. On dit que
A, est la a-coupe de A. Formellement A, = {x € A, ua(x) > a}.

2.3.3 Inclusion différentielle floue vs équation stochastique

En construisant des modéles de la biologie de population on se trouve néces-
sairement confrontés au probleme de l'incertitude. Typiquement, on commence a
partir d'un modele déterministe, qui est souvent décrit par une équation différen-

tielle du type
x'(t) = h(t, x(t)).

L’incertitude, ou le "bruit", peut étre formellement modelélisée par un parametre u
apparaissant dans la dynamique

x'(t) = h(t,x(t), u(t)). (2:39)

Il y a deux approches différentes en ce qui concerne 1’équation (2.39). L'ap-
proche stochastique est souvent utilisée. Dans ce cadre on suppose que le bruit
entre dans la dynamique de maniére linéaire, c.-a-d.,

x'(t) = f(t,x(£)) + g(t x(t))u(t) (2.40)

ol u est le bruit blanc, qui est la dérivation formelle du mouvement brownien w.
Ceci nous permet d’écrire (2.40) comme équation stochastique

dx(t) = f(t,x(t))dt + g(t, x(t))dw(t). (2.41)
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On obtient une équation de diffusion* (voir [77]) décrivant 1’évolution de la densité
de probabilité p(t,x) pour une population de taille x au temps ¢

X 2
WD) 2 ot 2)p(t,3)) + 1y (e, 3)p(e, )

m(t,x) = f(t,x),n(t,x) = p*g(t,x)%.
Afin d’obtenir cette équation, le bruit doit entrer dans 1'équation d’une maniere li-
néaire, qui n’est pas toujours vraie dans des modéles de dynamique de population.

Les modeles basés sur (2.41) permettent de calculer plusieurs caractéristiques
biologiquement importantes; par exemple la probabilité d’atteindre un seuil d’ex-
tinction, les périodes moyennes et médianes a la premiere extinction etc., qui sont
importantes pour la biologie de conservation (voir [21, 38]).

Cependant, les écarts entre le bruit réel et le bruit blanc dans le modeéle (2.41)
auront nécessairement comme conséquence les anomalies entre les prévisions et les
observations. D’ailleurs, pour donner une signification a (2.41), le calcul standard
doit étre remplacé par le calcul stochastique, o1 I'intégrale au-dessus des procé-
dés stochastiques peut étre définie de diverses maniéres, c.-a-d., non-uniquement.
Deux interprétations utilisées généralement de (2.41), moyennant des intégrales
stochastiques différentes qui sont l'intégrale dite d'Itd et celle dite de Stratonovich,
menent a des résultats essentiellement différents, qui ont également différentes in-
terprétations biologiques, comme par exemple en ce qui concerne le temps moyen
d’extinction (voir [77]).

Dans la littérature concernant la modélisation en technologie, une autre ap-
proche aux systemes incertains est bien établie. Elle se base sur ce qu’on appelle le
bruit déterministe, dans le sens ot le bruit n’est pas censé avoir une structure pro-
babiliste. Cette approche inclut le bruit inconnu, mais borné (unknown-but-bounded
noise), qui a été développé principalement dans le cadre de la commande des sys-
temes incertains par G. Leitmann et al.. Dans le cas du bruit inconnu, mais borné,
la seule hypothese sur u en (2.39) est qu’elle appartient a un ensemble borné U. Si
U est un ensemble de fonctions suffisamment réguliéres (par exemple, mesurable)
avec des valeurs dans U, alors (2.39) devient une inclusion différentielle

x'(t) € F(t,x) = {h(t,x(t),u(t)),u € U}. (2.42)

Nous supposons maintenant que, dans (2.42), U = [—1,1]. Nous supposons aussi
que la borne ¢ du bruit u est connue, et que, de plus, quelques informations sup-
plémentaires sur le bruit u sont disponibles. Par exemple, on peut supposer-ou ex-
traire a partir des données, que les point qui sont les plus proche des extrémités de
l'intervalle [—1, 1], se produisent moins fréquemment que ceux qui sont plus a l'in-
térieur; en d’autres termes, ils sont moins probables. Alors on peut voir U = [—1, 1]
comme une partie floue avec une fonction d’appartenance p : U = [—1,1] — [0, 1].
Un prototype d’une telle fonction sur I’ensemble des perturbations, qui associe une
plus grande vraisemblance pour des perturbations plus petites, est

pi(u) =1 ul. (2.43)

1. On dit aussi équation directe ou de Fokker-Plank.
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D’autres exemples sont donnés par
pq(u) =1—1?, pc(u) = | cos(mu)|.

Pour chaque x, solution du probléme (2.42) qui correspondent a une fonction u,
on définie sa vraisemblance £(T, x,) sur l'intervalle [0, T| comme étant la vraisem-
blance moyenne de la fonction u, ce qui représente le bruit,
def 1 (T
o(T,x) & L [ plue)ar
On peut voir I'ensemble des solutions du probléme (2.42) comme un ensemble
flou avec une fonction d’appartenance £. Alors le probléme (2.42) est une inclusion
différentielle floue [3]. L'ensemble des états atteignables depuis xp en un temps T

est

£

R(xp, T) % {xu(xo, T),u € u}

qui peut étre vue comme un sous-ensemble flou avec la fonction d’appartenance
définie a I'aide de £, pour ¢ € R(xo,t), de la fagcon suivante,

L(t,&) % sup {S(t, ), u €U, xu(t) = g}.

L peut étre calculé en employant le principe de Pontryagin ou l'équation de
Hamilton-Jacobi, puisque c’est la valeur d’une fonction d'un probléme de com-
mande optimale.

2.3.4 Modele de ressource-consommateur (suite)

Revenons maintenant au probleme (2.38). On suppose que M; est sous un bruit
environnemental qui est bornée par un constante ¢ > 0 :

& _

d (2.44)
sd—]l{ =— [y—r(l—M_T_cu)] , ue[-1,1].

K(tx) = {r (1— Mfrcu), e [—1,1]}

En appliquant notre résultat sur la premieére composante de la solution du sys-
teme (2.44), elle est alors approximée par la solution de 1'inclusion

Ici

d
d_: crx (1 — ﬁ) , x(0) = B (2.45)

sur chaque intervalle [0, T]. Ce qui est le modele logistique avec fluctuation de la
capacité limite M (voir [19]). On suppose que ¢ < M, alors I’ensemble atteignable
de cette inclusion est donnée par,

Rx(t) _ { (M_C),Bl (M+C)ﬁ1
M —c—Br)e "t + B (M+c—Br)e "t +B1]°

37



Chapitre 2. Théorie de Tikhonov pour les inclusions différentielles

On prend p; comme fonction d’appartenance (voir 2.43). Pour calculer la a-coupe
de Ry (t) on a besoin que p;(u) > a, i.e. u € [x — 1,1 — a], alors R} est donné par,

(M — (1 —a)c)ps (M+ (1 —a)c)ps
(M= (1—a)c—pr)e " +p1" (M+ (1 —a)c—Pr)e " +p1 |

Ri(t) =
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MOYENNISATION POUR LES INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES AVEC MAXIMUM

Dans ce chapitre nous étendons la méthode de moyennisation pour les inclu-
sions différentielles ordinaires avec maximum [11].

3.1 Meéthode de moyennisation pour les équations dif-
férentielles ordinaires : rappel

La méthode de moyennisation est une des méthodes classiques qui consiste a
approximer les solutions d'un systéme différentiel non autonome par celles d'un
systeme différentiel moyennisé qui lui est associé, lequel systéme est autonome. Elle
prend ses racines dans la mécanique céleste. Quelques ouvrages de référence dans
le cas des équations différentielles ordinaires sont Bogolyubov et Mitropolsky [13],
Bogolyubov, Mitropolsky et Samoilenko [14], Krylov et Bogolyubov [52], Mitro-
polsky [66, 67]. La méthode s’étend aussi a des équations stochastiques et aléa-
toires, comme par exemple dans Freidlin et Wentzell [31], Samoilenko et Stanz-
hytskyi [78], Liu et Krstic [60]; et également aux inclusions différentielles dans
Plotnikov et al. [71], et Perestyuk et al. [0].

Soientn € N, L € R et f : RT x R” — R" une fonction donnée. La théorie
de moyennisation est concerné par la caractérisation de la limite de x. solution du
probleme (3.1) ci-dessous lorsque ¢ — 0 sur [0, L/¢].

x=¢f (t,x),t>0, (3.1)
1
x(0) = xo. 3
Supposons que f(-) := Thrjr& T fo (t,-)dt existe. On considere alors le probleme
— oo
moyennisé associé a (3.1) :
=ef(y),t >0,
{ y(0) = xp. (3-2)

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.1 (T. Sari et M. Lakrib [58]) On suppose que f est continue, que sa conti-
nuité en x est uniforme par rapport a t et que la limite f(-) := Tlirf 1 fOT f(t,-)dt existe.
— 400

On suppose que le probleme moyennisé (3.2) admet une solution y unique.
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Alors, pour tout 6 > 0, il existe eg = €9(8) > 0 tel que pour tout € €10,¢¢)|, toute
solution x, du probleme (3.1) est définie sur [0, L/¢] et vérifie I'inégalité |x.(t) — y(t)| <
pour tout t dans [0, L/¢].

Exemple 3.1 Soit le probleme

£(0) = 1. (3.3)
11 est difficile de déterminer la solution de ce probleme. Par contre, il est aisé de calculer la
solution du probleme moyennisé y = ey, y(0) = 1, qui est donnée par y(t) = exp(et).
D’apres le Théoreme 3.1, celle-ci approxime la solution du probléeme (3.3).

{x = ¢e[x +sin(t +x)x°],t > 0,

3.2 Equations différentielles avec maximum

3.2.1 Introduction

Dans la théorie de controle automatique de divers systémes techniques, il se
produit souvent que la loi régissant le systeme dépend des valeurs maximums
de certains des parametres d’état pendant certains intervalles de temps. En 1966
Popov [74] a considéré le systeme pour contrdler la tension d'un générateur du
courant constant. L'objet de 1’expérience était un générateur de courant constant,
et la quantité d’état était la tension du courant électrique de source. L’équation
décrivant le travail du régulateur qui dépend du maximum de la fonction inconnue
et est comme suit :

Tou'(t) + u(t) + 7, max, u(s) = f(t)

ou Ty et g sont des constantes caractérisant 1’objet, u(t) est la tension et f(t) est
'effet de perturbation, a I'instant .
On considere le probleme de Cauchy général suivant :

X = t,x(t), max x(s) | ,t > a
f( ()sesu) ()) (3-4)
x(a) = xg
ou x(t) € R", t € [a,+oo], f: [a,+0o[xR" x R" — R", et S(¢) : [a, +oo[— [a, +o0[
telle que
S(t) C [a,t]
avec

2y = (g . gy 0 g,

Alors on a le théoréme d’existence suivant :

Théoréme 3.2 ([51]) On suppose que f(-,x,y) est mesurable en t pour tout (x,y), et

1f (8 x2,y2) = f (& 20, y) [| < Alllx2 = 2 [+ [ly2 = yal[]-
Alors, le probleme de Cauchy (3.4), admet une solution unique sur un voisinage de a.
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3.2.2 Méthode de moyennisation pour les équations différen-
tielles avec maximum

L’application de la méthode de moyennisation pour les équations différentielles
avec maximum a été initiée par Bainov et al. [5, 7, 9, 68].
On considére le probleme de Cauchy suivant :

Xx=cf | t,x(t), max x(s)),t>0
{ f( ®) s€(g1(t),g2(t)] ( )) (3-5)
x(0) = xg

auquel est associé le probléme moyennisé suivant :

7=c¢f (y(t), max s)),t>0
{y / (y( ) se[gl(t),gz(t)}y( )> (3-6)
y(0) = xo.
tel que
f(x,z) TEIJI:OO—/ f(t,x,z)d (3.7)

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 ([72]) Soit D C IR" un ouvert. Supposons vérifées les hypotheses suivantes
dans Ry x D x D :

i) f(t,x,y) est une fonction continue en t et

£t xy)l< M,
£ (8 x2,y2) = f(£ 21, y2) [|< Allla = xal[+[ly2 = ya )

ii) g1 et g sont uniformément continues avec, 0 < g1(t) < go(t) < t.
iii) La limite (3.7) existe uniformément par rapport a (x,y).

iv) Pour tout L > 0, tout € > 0 et tout xy € D’ C D, la solution du probleme (3.6) existe
pour t € [0,L/¢], et son p-voisinage est dans D, pour un certain p > 0.

Alors pour tout 7 > 0 il existe gg tel que pour tout ¢ €]0,€ep[ on a :
lx(®) —y()l[<n, Vte|0,L/¢

ot x et y sont respectivement les solutions de (3.5) et (3.6).

3.3 Cas des inclusions différentielles avec maximum

Soit F : Ry x R? x R” — P(IR?). On consideére le probleme

X € ¢F (t,x(t), max x(s)) >0
{ ses(t) (3-8)
x(0) = x
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ou S: Ry — P(Ry), avec S(t) C [0,t] pour t > 0, une application multivoque et

) = (g 0 gy e g e

Dans le cas ot la moyenne limr_, |« % fOTF (t,x,z)dt existe, on la note F : R? x
R? — P(IR?), i.e pour tout x,z € RP x RP,

= . 1 /T
F(x,z) = Tl_lgr\wf/o F(t, x,z)dt (3.9)

ou l'intégral est au sens de Aumann-Hukuhara (voir [4], voir aussi Définition 1.13),
et la convergence est au sens de la métrique de Hausdorff. On considere alors le
probleme moyennisé

g € o (y(0) max y(s) ) 2 0

seS(t) (3.10)
y(0) = xo.
Si la limite suivante existe -
li —-)=S
Sl—I}S €5 (8) S(T)’
on considere alors également le probléeme suivant
z/ e F|z(t), max z(s) | ,T>0
< =) TeS(T) ( )> (3.11)
z(0) = xo
Lo dz
oli:z' = -

Définition 3.1 ([11]) On dit qu'une fonction multivoque F : Ry x R" x R" —
Conv(IR") vérifie la condition de Lipschitz unilatérale (par raport a (x,y)), s'il existe
A € R telle que, pour tous t € Ry, x1,y1,x2,y2 € R" et z1 € F(t,x1,y1), il existe
zp € F(t,x2,2) tel que

(z2—z1,020—x1) <A (|x2 =112+ |x2 — 2l ly2 —y1|)
ou, de facon équivalente en utilisant la fonction d’appui :
o(x2 —x1, F(t,x1,y1)) — 0 (x2 — x1, F(t,x2,12)) < A <|x2 — 212+ o — xa[y2 — yll)

pour tous t € R et x1,y1, x2, 12 € R".

Lemme 3.4 ([11]) Soit f : R4 x R" x R" — IR" une fonction continue. On suppose
que f est uniformément bornée par une fonction localement Lebesgue intégrable.
Soit S : Ry — Comp(R) une multifonction continue, avec S(t) C [0, t] pour ¢t > 0.
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Soit xg € R" et L > 0. Le probleme a valeur initiale, associé a une équation diffé-
rentielle ordinaire avec maximum

x=f (t,x(t), max x(s)) , te]0,L]

sES(t) (3.12)
x(0) = x

admet au moins une solution définie sur [0, L].
Démonstration. Application du théoreme du point fixe de Schauder [97, Chap 2] W

En utilisant le théoreme de sélection de Michael (Théoreme 1.3), il n’est pas
difficile de prouver le résultat suivant sur 1’existence de solutions d’inclusions dif-
férentielles avec maximum.

Lemme 3.5 ([11]) Soit F: Ry X R" x R"” — Conv(IR") une multifonction continue.
On suppose que F est uniformément bornée par une fonction localement Lebesgue
intégrable. Soit S : Ry +— Comp(R) une multifonction continue, avec S(t) C [0, ¢]
pour t > 0. Soit xg € R" et L > 0. Le probléme a valeur initiale, associé a une
inclusion différentielle avec maximum

x(t) € F (t,x(t), max x(s)) , telo,L]

seS(t) (3.13)
x(0) = xg

admet au moins une solution définie sur [0, L].

Lemme 3.6 ([11]) Soit F : Ry x R"” x R” — Conv(R") et S : Ry — Comp(R) des
multifonctions qui satisfont les conditions suivantes :

e F est continue.

e F est uniformément bornée par une fonction localement Lebesgue intégrable,
ie., il existe m € L} (R4, Ry) telle que

H(F(t,x,y),0) <m(t), Vt € Ry, Vx,y € R".

e F vérifie la condition de Lipschitz unilatérale avec la constante A € IR.

e S est continue et S(t) C [0,t] pour t > 0.

Soit L > 0etd € LY([0,L],IRy). Si x1 : [0,L] — IR" est une fonction absolument
continue satisfaisant

d (x'l(t),F(t, x1(t), max xl(s))) <4(t), telo,L]

seS(t)
alors, pour tout xp € RR, il existe une solution x du probléme (3.13) telle que, pour
€[0,L]
lx1(f) —x(t)] < E(t) = <|x1 — Xo| +/ dt) exp (2A7t) (3.14)

ou AT = max{A,0}.
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Démonstration. Nous définissons, pour t € [0, L] et &, B € R", 'ensemble :

x € F(t,w,B) : (x1(t) —x,x1(t) —a) <
-] |

AMxp(t) — af® + |x1(t) — af (/\‘msa(x)xl ﬁ‘+(5 )

Nous prouvons d’abord que G(t, «, B) est non vide pour tout t € [0, L] et pour tous
a, p e R

Soit w € F(t, x1(t), max x1(s)) tel que
seS(t)

|%1(t) —w| =d (J'cl(t),F(t, x1(t), max xl(s))) < 4(t).

seS(t)

L'hypothese (H3) nous donne l'existence de x € F(t,a, §) tel que

<w—xwﬂﬂ—a>SA(MNO—%F+MN)—W

max 1 (5) < 6| ).

=0
Alors
(1)~ %0 () —2) < {w—xx() ~ )+ () — vl n () —a

< Alia() = o+ 31(6) = al (A max xa(5) - [ +00)),

ie, G(t,a,B) # @. Evidemment, G est compacte, convexe et continue. De plus
G(t,a, B) C F(t,a, B). Par conséquent, par le Lemme 3.5, il existe une solution x du

probleme

x(t) € G (t,x(t), max x(s)) , te]0,L]

seS(t) (3-15)
x(0) = xg

tel que, pour ¢ € [0,L],

(X1(t) — 2(t), x1(t) — x(t))
< Ay () — x(1)?

+uuo—xan(A

+ 5(t>) (3.16)

max X1 (s) = max x(s)

< At) = 20 + 32 (6) = w(0)] (A max [1(6) = x(9)] + 006

seS(t)

Soit r(t) = |x1(t) — x(¢)|, t € [0,L]. La fonction r est absolument continue. Pour
tout t € [0, L] en lequel r est différentiable, par (3.16), nous avons 'inégalité

r(t)r(t) = ;;t r2(t) < Ar(t) (r(t) + max r(s)) +7r(£)0(¢). (3.17)

seS(t)
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Soit T = {t € [0,L] : r(t) = 0} et Ty 'ensemble des points denses de T. on a
mes(Ty) = mes(T), ol mes est la mesure de Lebesgue. Si t ¢ T, alors, de (3.17) on
déduit

M) < A+ (r(t) + max r(s)) +3(8). (3.18)

seS(t)

Sit e Tyetsir(t) existe, alors #(f) = 0. Par conséquent, (3.18) est satisfait pour
presque tout t € [0, L]. Par conséquent, on obtient que : r(t) < 7(t), pour ¢t € [0, L],
ou 7 est la solution du probleme

{ r(t) = At ( r(t )+Srgsa(x)r(s)) +46(t), te]0,L]
7(0) = r(0).

Tenant compte du fait que
t
7(t) < r(0) + / (22+7(1) + (1) ) dr,

par le Lemme de Gronwall [8, Chap.1] nous déduisons 1'inégalité (3.14). |

Définition 3.2 Soit o, A > 0. On note K(«, A) la classe des applications multivoques S :
Ry — Pep(Ry) qui vérifie : pour tout t1,t) € Ry, [t — tr|< & = H(S(t),S(t2)) < A.

Remarque 3.1 Si S est une application multivoque uniformément H-continue, alors pour
tout o > 0, il existe Ay g > 0 tel que S € K(a, Ay ).

Nous faisons les hypothéses suivantes sur les applications multivoques F et S
notées par la lettre H.

(H1) F: Ry x U xU — P (R?P), ot U est une partie ouverte de IR?, est mesurable
en t, continue en (x,y) uniformément en ¢, et
H(F(t,x,y),0) <m(t), ¥(t,x,y) e Ry xU xU

avec

)
/ m(t)dt < M(tz — tl),th, th € R;.
51

(H2) Pour tous x,y € U, la limite
_ 1 /L
F(x,y) := lim Z/ F(t,x,y)dt
0

L—+o0
existe uniformément par rapport a (x,y), ou l'intégrale est dans le sens de
Aumann-Hukuhara.

(H3) 11 existe une application multivoque S : Ry — P,y (RP) telle que, pour tout
L > 0, la quantité

Ze(L) = sup {H (85 (E) ,5(’()) ,T €0, L]}
vérifie :

lim (L) = 0.

e—0
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(Hg4) F vérifie la condition de Lipschitz unilatérale avec A € R.
(Hs) S est uniformément continue.

On a le résultat suivant :

Théoreme 3.7 Supposons vérifées les conditions (Hi1), (H2) et (H3). Alors, pour tout
T > 0, tout S € K(T,Ar) pour Ar fixé et mesurable, et pour tout y > 0, il existe
eo = €(n, T) > 0 tel que, pour tout € €|0,¢€g] et pour toute solution x. du probleme (3.8)
qui est définie sur [0, T /€], il existe une solution z du probleme (3.11) telle que z est définie
sur [0, T| et satisfait

|xe(t) — z(et)| <m, Vt € [0,T/¢].

Dans le cas ou le probleme (3.11) admet une solution unique, alors on a le
résultat suivant qui est un corollaire du Théoreme 3.7.

Corollaire 3.1 Supposons vérifées les conditions (H1), (Hz2) et (H3). Alors, pour tout
T >0, tout S € K(T,Ar) (pour At fixé) et mesurable, le probleme (3.11) admet une
solution unique définie sur [0, T|, et pour tout 1 > 0, il existe ey = €o(1,T) > 0, tel
que pour tout € €]0, 9] et pour toute solution x du probleme (3.8) et toute solution y, du
probléeme (3.10), on a

xe(t) — ve(H)] <, vt € 0, T/¢).

Si on ajoute les deux hypotheses (Hy) et (Hs5), et on enleve (H3), alors on obtient
le deuxiéme résultat qui montre la proximité entre les solutions de probleme (3.8)
et (3.10).

Théoréme 3.8 ([11]) Supposons vérifées les conditions (H1), (H2), (Hg) et (Hs). Alors,
pour tout T > 0, et pour tout y > 0, il existe g = €(y,T) > 0 tel que, pour tout
¢ €]0,€o], on a ce qui suit :

1- Pour toute solution xe du probleme (3.8) qui est définie sur [0, T /€], il existe une solu-
tion ye du probleme (3.10) qui est définie sur [0, T /¢|, et satisfait

|xe(t) —ye(t)| <1, Vt €[0,T/e]. (3-19)

2- Pour toute solution ye du probleme (3.10) qui est définie sur [0, T /€], il existe une
solution xe du probleme (3.8) qui est définie sur [0, T /¢, telle que I'inégalité (3.19) est
satisfaite.

3.3.1 Lemmes préliminaires

Lemme 3.9 Soit F: Ry x U x U — P, (RP) une application multivoque.
(i) Si F satisfait I'hypothése (H1), alors sa moyenne F : U x U — Py (IRP) est unifor-
mément bornée par la constante M et est continue.
(it) Si F satisfait I'hypothése (H2) et (H4), alors sa moyenne F : U x U — Pey(RP)
vérifie la condition de Lipschitz unilatérale avec la constant A.
(iii) Soit S : Ry — Pep(Ry) dans la classe K(T, Ar), alors S : Ry — Pep(RP) qui est
définie dans (H3) est continue.

46



Chapitre 3. Moyennisation pour les inclusions différentielles avec maximum

Démonstration.

(i) Ona

L
<a(L)+ 1/ H(F(t,x,y),0)dt avec lim «(L)=0
L Jo L=+

<e+ M, avec L assez grand, tel que a(L) <e.
Comme ¢ est arbitraire, on a

H(F(x,y),0) < M.

F étant continue en (x, y) uniformément par rapport a t, i.e.
Ve > 0,36 > 0, tel que |x, — x1|+|y2 —y1|< &

entraine que H(F(t,x1,y1), F(t,x2,2)) <&Vt € R;.
On a alors

H(F(xl,yl),ﬁ(xz,yz)) < H (F(xlfyl),%/oL F(t,x1,y1)dt)

1 /L
<2u(L) + ./ H(F(t,x1,y1), F(t, x2,y2) ) dt
<2u(L)+¢€ avec lim u(L)=0
L—+o0
< 2¢, pour L assez grand.

(ii) Notez que, pour d € R” et A, B € conv(IR?), nous avons

d d
o (W,A) -0 (W,B> ‘ < |d|H(A,B). (3.20)

Maintenant, soient x1, x2, 1,2 € IRF. En utilisant I'inégalité (3.20), par (Hs),
on peut facilement déduire que, pour tout # > 0, il existe Ty = To(17) > 0 tel

jo(d, A) —o(d,B)|< |d]
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que, pour tout T > Ty on obtient

o(xp —x1,F(x1,y1)) — o(x2 — x1, F(x2,42)) .
_ 1
< [U(Xz —x1,F(x1,11)) — 0 (xz — X1, ,_7/0 F(t, xl,y1)dt)]

+ [U (x2 — X1, % /OTF(t, xl,yl)dt> —0 (x2 — xl,%/OTF(t, xz,yz)dt)]
+ [0’ <x2 — X1, % /OTF(t, X7, yz)dt) —0o(xy — xl,f(xz,yz))l
<|xp —x1|H (F(xl,yl),%/OTF(t,xl,yl)dt)
+% /OT [o(x2 — %1, F(t, x1, 1)) — 0 (x2 — x1, F(t, %2, 2)) | dt
+]xo — x1|H (% /OTF(t, x2,y2)dt,?(x2,y2))
<2[xp—xifp+A (|xz —x1* + |x2 — x|y —y1|> :

Comme 7 est arbitraire, a la limite on obtient

7(x2 =1, F(x1,91)) — 032 = 21, F(xa,92)) < A (|02 = 112+ [x2 = xaly2 — i)

T
(iii) Soit 7,7 € R4 et e > 0, petit, tels que LR < T. Cela entraine que
e €

T T
H (S <?> ,S (E)) < Art. Alors, on a

Alors on a,
|ty —T|< Te — 0= H(S(11),S(7)) < 28(T)+eAr — 0.

Ceci achéve la preuve du lemme.
|

Nous avons besoin du résultat suivant, qui est une généralisation du résultat du
Lemme 1 [2, p. 99] , et qui donne une représentation intégrale des solutions.

Lemme 3.10 (Représentation intégrale) Soit L > 0et G: [0,L] x U x U — P (RP),
ot U est un ouvert de RV, une application € — & semi-continue supérieurement, avec
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m(t), Y(t,x,y) € I x U x U, oit m est donnée par 'hypotheése (H1),
p(RP) continue (au sens métrique). Alors, une fonction continue x est
] L] de l'inclusion

H(G(t,x,y),0) <
et soit S: Ry — P.
solution sur I = [0,

x(t) € G (t,x(t),gg&gx(s))

si et seulement si pour tous tq,tp € I

131 seS(t)

x(b) — x(t) € /tz G (t,x(t), max x(s)> dt.

Démonstration. La nécessitée de la condition est claire. On démontre seulement sa
suffisance.

On a |x(f) — x(t1)|< ft t)dt < M(t, — t1). Donc x est différentiable p.p,
alors de la continuité de S on dedult que la fonction max x(s) est continue aussi.
seS(+)

Donc ¢(-) =G (-, x(+), max x(s)) est ¢ — § semi-continue supérieurement. On fixe
seS(+)

tetsoitd > 0tel que t’ € . On a |t — t/|< & implique que ¢(#') C ¢(t) +€1(0), ou

B1(0) est la boule unité de IRP. Alors

5]
x(t1) —x(t) € /t G (l,x(l), max x(s)) dl

seS(1)

€ (G (t,x(t), max x(s)) +€B1(0)) (t1 — ).

seS(t)

La derniere inclusion donne x(t) € G (t,x(t), max x(s)) + eB1(0). Comme ¢ est
seS(t)

arbitraire et que G est fermée, alors on a

x(t) € G (t'x(t)'sré?(i() x(s)) :

Ceci acheve la démonstration. [ |

Lemme 3.11 ([11]) Supposons que les conditions (H1),(Hg) et (H5) sont vérifiées . Soit
xo € R" Alors, pour toute solution x du (3.8) et L > 0, il existe une solution z :
[0, L/¢] — R" du probleme

{E(t) € ¢F (t,Z(ti), max Z(S)) , tE [t tisa] (3.21)
Z

SGS(i’l‘)
(0) = xo

o=ty <ty <---<tp=~L/eavecti 1 =t;+L/ep,i=0,---,p—1, telle que
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() — x(t)] < (Lexp(2A" L))o (%(st(m) +8Mw5(L)) te [o, %] ,

oit AT = max{A,0} et wg est le module de continuité de la fonction/multifonction G.

Démonstration. La preuve se fait en deux étapes.

Etape 1. Soit Z(0) = x( et supposons que z existe sur [0,¢;]. Nous prouvons
inductivement qu'il existe sur [t;, t;11],i=0,---,p — 1.

Pour t € [t;, t;11] et &, B € R" on considere

G(t,a,B) = E(t,a, ) NeF <t,2(ti),sretn§a(1i§)2(s)>
ou
zeR": (x(t) —zx(t) —a) <

E(t,a,B) = { ¢ [A|x(t) —af? + [x(t) — a <A‘ma>< x(s) — 5' +5(t))} }

seS(t)

5(t) = H (F(t, a,B), F (t,z(ti), max Z(s))) .

SES(ti)

Nous obtenons l'existence d"une solution du probléme a valeur initiale

{éc €G (t,zx(t), max zx(s)) , tE [t tia] (3.22)

seS(t)
a(t;) = z(t;).

Nous avons, G(t,«, B) est non vide pour tous f, « et B. Car, par 'hypothese (H3), il
existe w € €F(t,a, B) tel que

(%(t) —w, x(t) — &) < e (IX(t) —al* +[x(t) — a

max x(s) —ﬁ').

seS(t)

De plus, pour w ona z € eF (t,Z(ti), me(lx) Z(s)) tel que
seS(t;

w—z|< eH (P(t, a,B), F (t,Z(t,-), max Z(s))> = ed(t).

SES(ti)

Donc

(x(t) —z,x(t) —a) <¢ {Mx(t) —a|* + |x(t) —al (A

Srgsa(>t<) x(s) — ,B’ +(5(t)>} ’

ie z e G(tua,pB).
Maintenant, il est facile de voir que G est compact, convexe et continu. Par
conséquent, le probleme (3.22) admet une solution que nous désignons aussi par z.
Ceci compléte I'étape d’induction.
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Etape 2. Pour t € [0,L/¢],onat € [t;, tiyq] pouri=0,---,p—1et
e d'une part,

ti
) 2t < [ em(s)ds < eM(tir — 1) <
ti P

270~ 2

oll wg est le module de continuité de la multifonction S, alors

o(t):=H (P (t,z(t), max Z(s)) JF <t,2(t1~), max z(s)>>

seS(t) seS(t;)
< wr (L4 ws(1) +eMws(L))

ol wr est le module de continuité de la multifonction F qui est, par 1'hypo-
thése (H1), indépendant de t.
e d’autre part,

(50 ~2,x() - <
e [ 2P + 1x( -2 (2 J+50)].

Nous répétons les arguments suivant l'inégalité (3.16) dans la preuve du
Lemme 3.6 pour obtenir cela pour tout t € [0, L/¢]

1Z(t) — x(t)] < (/Om eE(t)dt) exp (2eA"t)

< (L exp(2/\+L)>wp (%(L +ws(L)) + sMwS(L)> ’

max x(s) — max z(s
seS(t) seS(t;)

avec AT = max{A,0}. |

3.3.2 Preuves des résultats

Démonstration du Théoreme 3.7. Du fait que F est continue en (x,y) uniformément
par rapport a t, il existe une fonction w telle que,

w(F,v) =
sup{H(F(t,x1,y1), F(t,x2,y2)) + |x1 —x2|+|y1 —y2[< v, t € Ry, x;,y; € U}
avec lim w(F,vy) = 0.
7—0
On opére un changement dans 1’échelle du temps en considérant le temps lent

T = et. Soit {e,}yeNn une suite décroissante qui converge vers 0, et soit x, une
solution du probleme (3.8) pour € = ¢;,. Donc x;, est solution de l'inclusion

x), € F (1,xn(r), max xn(s)> >0

€n s€enS()

(3-23)
x,(0) = xo.
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Il est facile de montrer que 'ensemble {x,},cn est uniformément borné, et
équicontinu. Donc en appliquant le Théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe une sous-
suite qui converge vers une certaine fonction z, i.e lim|[x, — z||cjo,r) = 0.

n 4

Soit &, B € [0, T]. Soit la subdivision de 'intervalle [, 8] en des sous-intervalles
[Ti, Tir1], tels que T; = a + Z(ﬁT_“) ot i < m — 1. On définit la fonction étagée z par

zZ(t) = z(7), pour T € [, Tiyq[ et i < m—1. Soit n > ng et m > my tels que
|xn —z|| <6, et]|z—z| <J.0n aalors

p B
H (/a F (é,xn(r),séng(xf)xn(s)> d’l,',/a F (z('t),srgs_aﬁf()z(s)> dT> <

en

p T p T
H / F —sitn ’ n d // F 7 s d
( A <€n X (T) Segg(xT)x (s)) T ) <8n z(7) Seg;ﬁ)Z(S)) T)

en

p p
+H /F l,z(r), max z(s)) dr,/ F

€n s€enS(5-)

B B _
/a F %,Z(T),Srgms_e};z(s)) d’l.',/a F (Z(T),Srens_az()Z(s)> dr)

/jF Z(T),Srgs_eg)z(s)> dt, /fﬁ (z(r),gg_azgz(s)) dl’) :

o &n s€enS(5.) n s€enS(5-)
< Tw(F,26)
On a aussi
max z(s) — max z(s)| < | max z(s)— max z(s
s€enS(g,) ( ) s€S5(7) ( )  |s€enS(E) ( ) s€S5(7) ( )
+ | max z(s) — max z(s)
seS(T) seS(T)

< M, (T) + 0
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ol lil}’_l e, (T) = 0. En vertu de la derniere inégalité, nous obtenons
n—-+0o

p p
H </a F (é,z(r),segéa@)z(s)) dT,/a F (é,z(r),:&a(ﬁ)i(so dT)

B T T _ (3.26)
< /a H (F (;,z(r),segéa():;)z(s)> ,F (;, (T),Slég_a(;()z(s)>) dt
< Tw(F, ME&, (T) + 26).

On peut montrer (voir [54]) que pour tout > 0 on a

H (/:“ F <£’Z(T)’sr§5?¥)z(s)> dt, /Timl F (Z(T)’s%?§)2(5)> dr) < (Tiy1 — T

Dong,

H ( / " (%,Z(T),srens_a(ﬁ)z(so iz, / g (z(r),s?g%z(s)) dT) <Tu  (3.27)

et

H (/fﬁ (z(ﬂ,:ggeg)i(s)) T, /j]—“’ (z(r),srengeg)z(s)> dT> < Tw(F,26). (3.28)

Par les inégalités (3.24), (3.25), 3.26, (3.27) et (3.28), on obtient

p T B _
H (/ F (—, X, (T), max xn(s)> dT,/ F (z(r), max z(s)) dT)
« &n s€enS(5) « seS(T)
< 2Tw(F,26) + Tw(F, M, (T) + 26) + Th.
La derniere quantité peut étre choisi tres petite. Donc z vérifie

z(B) — z(a) € /[3 F(z(7), max z(s))dT.

o seS(T)

En vertu du Lemme 3.1 (F et S sont continues), I’application du Lemme 3.2 entraine
que z est solution du probléme (3.11). Ce qui acheéve la preuve du théoreme. n

Démonstration du Théoreme 3.8. Soit xy € IR" et x une solution du (3.8). Soit L > 0.
Par le Lemme 3.11 il existe Z : [0, L/¢] — R" solution du probléme

{z(t) € ¢F <t,2(ti), max z(s)> L te [t tin]

SGS(tl')
2(0) = X0
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oul0=ty <t <---<t,=L/eavecti1 =t;+L/ep,i=0,---,p—1, telle que

£~ x(0)] < (Lexp(2' D)) (51 (L+ws(L) +eMus(L) ), 629

pour tout ¢ € [0,L/¢], o AT = max{A,0}.
Notons que par I'hypothese (H5), on a, pour tout # > 0 il existe € tel que, pour
tout ¢ €]0, €] nous avons 1'inégalité suivante

H <€fp /:i+1 F (t,z(ti), max E(s)) dt, F (Z(ti), max Z(s))) < (3.30)

i SES(t,‘) SES(ti)
Soit v; : [t;, tir1] =& R",i=0,---,p— 1, une fonction continue satisfaisant, pour

t
t € [t,tiv1], vi(t) € F (t,Z(ti),srer;aE;()Z(sO et z(t) = z(4) +€/t v;(s)ds. 1l existe

i i

v eF (Z(ti), max Z(s)) tel que, par (3.30)
SES(ti)

€ tita .
ZP /f, v;(t)dt — o'

t; X
%/ H(vi(t)—vl)dt‘ <u
L Ji

1 44 1 2 1 1 tiv1 i
Ensuite, nous considérons z* : [0, L] — R"” donnée par: z* (t) = z' (t;) + ¢ / v'ds,
ti
pour t € [t;, t;11]. Nous avons
tiva ML
21 — 2 (t)| < [ Meds < o telttial

£

Par la définition du z! et Z, nous avons

Par conséquent, nous obtenons, pour ¢ € [t;,t;11]

28 (t) = Z(D)] < [ (1) = 2! ()] + |21 (1) — Z(8:)| + [2(t:) = Z(1)]

<Lu+t 2ML (3.31)
p
“ 2ML
25570~ 0| < g ) 200 < e S
pour que

— — 4ML
H(F(z(t), Z(s) | ,E [ z'(p), 1 ))<(2L —>

(7 (zt0 g7 7 (10 mg 09) ) < (20w 5

ou wg est le module de continuité de la multifonction F.

54



Chapitre 3. Moyennisation pour les inclusions différentielles avec maximum

Par conséquent, pour ¢ € [t;,t;11],i=0,---,p—1,

d (z'l(t),sf (zl(t), max zl(s))> <ed (vi,F <zl(t),srer;a(1§) zl(s)))

SGS(ti)
<t (7 (s, me 29). (410, g 209))
<o ( (200 gy 7)) 7 (<10 g 710
§swp<2Ly+%)

En prenant en compte le fait que ¢F vérifie la condition de Lipschitz unilatérale
avec la constante €A, par le Lemme 3.6 il existe une solution y du (3.10), telle que,

pour t € [0,L/g],

L/e
Z(H) —y(t)| < (exp(2A+L)> / ewr (ZLpt + %) ds
0 s (3-32)
(L exp(2/\+L)>a)F (ZLV + %)
Par les inégalités (3.29), (3.31) et (3.32) il s’ensuit que, pour ¢ € [0, L/¢]
() —y(B)] < |x(8) = 2(1)] + [2() — 21 (D] + |2 (1) — y(1)]
N M 2ML
< (L exp(2A L)>wp <?(L +ws(L)) + sMwS(L)) FLut ==

+ (Lexp(2A L)) wp (2Ly + %) .

Par conséquent, pour tout # > 0, par le choix approprié de y, pour p suffisam-
ment grand, et ¢ suffisamment petit, nous obtenons l'inégalité |x(t) — y(t)| < 7

pour t € [0,L/¢]. La preuve de (i) est maintenant complete.
En adoptant la procédure utilisée en (i), on obtient de la méme maniere (ii). W

3.3.3 Exemples

Exemple 3.2 Comme exemple d’application du Théoreme 3.7, on considere le probleme

suivant )
2
x(t) € el sin(t) |2 0,1+{ max xs} , >0
(6) € efsin(t) <[ | s€[g1(t).82(t)] ) ) (333)
x(0) =1
t—/t
oit g1(f) = max {O, 2\/—} et go(t) = mm{ L J;_ } et oit | -] désigne la partie
entiere. On remarque que S(-) = [g1(+) | n'est pas continue, mais S € K(1,1) et S
existe et est donnée par S(t {% ,pour T > 0,00 T =t/e.
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Le probleme moyennisé associé au probléeme (3.33) s’écrit

2(7) € %([0,1] /2 (%) )

z(0) = 1.

Du Théoreme 3.7 on déduit que chaque solution du probléeme (3.33) peut étre approxi-
mée par une solution du probleme moyennisé. Notons également que d'un point de vue
numeérique le probleme moyennisé est moins "cher”, puisque I'évaluation est requise seule-
ment en un unique point (i.e. T/2), mais dans le probléeme (3.33) nous devons trouver le
maximum sur un intervalle.

Exemple 3.3 Cette exemple a été considéré dans [51], et auquel nous apportons quelques
légeéres modifications :

(xl(t) = e[ — 2Ax1 sin (t + max xz(s)>
s€lg1(t).g2(1)]

+ux3 cos® (t+ xz): sin (¢ + x2)

(3:34)
Xo(t) = 8[2/\ sin <t + max xz(s))
s€[g1(t).82(t)]

—ux? cos® (t + xz)_ cos (t+ x7)

\

avec x1(0) = 2, x2(0) = g, g1(t) = max{O,t—%} et ¢o(t) = max {O,t—élz},

Ae(1/2,1], p=0.2.
Le Théoreme 3.8 permet d’affirmer I’'approximation des solutions du probléme (3.34) par
celles du probleme moyennisé suivant :

yi(t) € —¢ B/ 11 vi(t),  n(0)=2

nee([F5]-200),  no-

N

Exemple 3.4 L'exemple suivant est étayé par quelques simulations numériques :

{x(t) — ¢ sin(t)|2<x(t) + [ max x(s))

s€[0,82(t)] (3-35)

x(0) =1

oit g(t) = Vt, $o(7) = 1in(}£g2(§) = lim \/eT =0, V7 € [0,1].
e— e—
Comme pour I"Exemple 3.3, le Théoreme 3.8 permet d’affirmer I'approximation des so-
lutions du probleme (3.35) par celles du probleme moyennisé suivant :

{z’(r) = % (z()+1),
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Les simulations numériques qui suivent illustrent les approximations données par le

Théoréme 3.8.

3 0.1 0.01 0.001

0.0001

max{ |x(t) —z(et)|,t € [0,1/¢]} | 0.1730 | 0.0469 | 0.0135

0.0041

25 T T T T 25

1 L L L L 1 L L L
0 2 4 6 8 10 0 20 40 60

(@) e=0.1 (b) e = 0.01

25

1 . . . .
0 200 400 600 800 1000

(c) € = 0.001

FIGURE 3.1 — Trajectoires des systémes originale et moyennisé pour quelques valeurs de e.

L
80

100
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DEUXIEME PARTIE

SUR LA COMPETITION DANS LE CHEMOSTAT AVEC
INHIBITEUR EXTERNE
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COMPETITION DANS LE CHEMOSTAT AVEC
INHIBITEUR LETAL EXTERNE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le modele de compétition entre deux especes
de micro-organismes dans le chémostat avec inhibiteur létal externe. Le modele a
été introduit par Hsu, Li et Waltman [41, 42] avec comme fonctions de croissance
des fonctions de Monod. Dans ce travail [12] nous étudions ce modele avec des
fonctions croissantes, et nous décrivons le diagramme opératoire. Des simulations
numériques sont données pour illustrer les résultats.

4.2 Chémostat

Un chémostat est un type particulier de bioréacteur qui permet de faire croitre
une population de micro-organismes (algues unicellulaires, bactéries, levures, phy-
toplancton, zooplancton,...) sur certains substrats, tout en conservant des conditions
environnantes (température, luminosité, pH, aération). Il est utilisé pour la produc-
tion de la masse cellulaire elle-méme, pour l'extraction et la dégradation de certains
polluants dans un milieu liquide, pour la production de substances organiques ré-
sultant de l’activité métabolique.

Dans un chémostat, les nutriments nécessaires a la croissance cellulaire ali-
mentent en continu le récipient de culture par une pompe reliée au réservoir. Les
micro-organismes a l'intérieur du chémostat croissent continuellement sur ces nu-
triments. Les nutriments résiduels et les micro-organismes sont retirés du chémo-
stat a la méme vitesse ce qui permet le maintien de la culture, dans le fermenteur,
a un volume constant. Quelques ouvrages de référence [40, 84].

Trois modes de fonctionnement sont possibles dans un bioréacteur :

— En discontinu ou "batch" : L'entrée et la sortie sont nulles.

— En semi-continu ou "fed batch" : Seule la sortie est nulle. C’est le mode de
fonctionnement utilisé lorsque 1’objectif est le controle de la population du
réacteur.

— En continu : Le débit de la sortie est égal au débit de I'entrée. Le volume est
donc constant dans le réacteur.
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Agitateur
Pompe d’alimentation Pompe d’effluent
IR QY
\¥ \¥
Alimentation conti- Sortie des contenus
nue en substrat S° S et x avec le méme
avec un taux de di- taux de dilution D
lution D
[ ]

Le volume V est constant

FIGURE 4.1 — Chémostat en mode continu. Le nutriment entre a un taux D et une concentration SO
les organismes x et le substrat S effluent au méme taux D.

La réalisation effective de l'appareil du chémostat peut prendre plusieurs
formes. On peut schématiser un chemostat de la fagcon décrite ci-apres.

Le bassin (la chambre du chemostat) est chargé avec une variété de microorga-
nismes et alimenté avec un débit constant des nutriments. La culture est bien agitée,
et tous les autres parametres importants (par exemple la température) affectant la
croissance sont maintenus constants.

Pour deux micro-organismes en compétition, I’équation de chémostat prend la
forme suivante

(- (SO—S)D— fl(S)x_fZ(S)

/ B1 B2 4
x' = [f1(S) — D]x
/
vy = [f(S)—Dly
ou S est la concentration du substrat, x, y sont les concentrations des compétiteurs,
SO la concentration du substrat a ’entrée du chémostat, fipouri=1,2,les taux de

croissance de x et y, respectivement, 3; pour i = 1,2, les coefficients de rendement
de x et y, respectivement, et D le taux de dilution.
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4.3 Modele du chémostat avec inhibiteur 1étal externe

Le modéle du chémostat en présence d’un inhibiteur 1étal externe s’écrit

s = <s°—S>D—f1<S>§—fz<5)l
1 B2

x' = [fi(S) =D —plx (4.1)

v = [f2(S) - Dly

P = (1°—p)D—-g(p)y

ou S est la concentration du substrat, x et y les concentrations des compétiteurs, p
la concentration de l'inhibiteur externe, SY, la concentration du substrat a I'entrée
du chémostat, po la concentration de l'inhibiteur a ’entrée du chémostat, D, le taux
de dilution, B;, i = 1,2, les coefficients de rendement de x et y, respectivement, f;,
i = 1,2, les taux de croissance de x et y, respectivement, ¢ le taux d’absorption de
I'inhibiteur externe par y, y la constante de proportionnalité de l'interaction entre
x et I'inhibiteur.
Ce modeéle a été étudié par [41] dans le cas ou

S S )
[S) =g L) =g 2g 8p) =g (42)

Dans cette étude nous supposons que

(H1) Pouri =1,2, f;{(0) =0et f/(S) > 0 pour tout S > 0.

(Hz2) g(0) =0et g (p) > 0 pour tout p > 0.
Sans perte de généralité, on peut fixer les parametres p?, D et S° ainsi que les
coefficients de rendement B; et B, égal a 1. On fait cela par le changement de
variables suivant

A S A X A y A p 7 S po
== *=_ ==+ P=- I=DLy=19= ,
S=gp * sog, V=g P =g (4-3)
avec les notations suivantes :
R . _ SOﬁZ OA A A . 1 OA .
8(P)="op3 ('), fi(8) = 5£i(8%), i=12 (4-4)

Notez que les fonctions ¢ et f;, i = 1,2, satisfont les hypotheses (H1) et (Hz2) .
Puis, en faisant les changements (4.3) et (4.4) et en supprimant tous les chapeaux,
le modele (4.1) s’écrit sous la forme non-dimensionnelle simplifiée suivante

5: = %f—(ksg)—fll(s)x]—fz(s)y

x = —1—9p|x

Y = [H(S) -1y @3)
p= 1-p—g(ply

ou g et f;, i = 1,2, satisfont aux hypotheses (H1) et (H2). C’est le systéme que nous
analyserons ici.
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Proposition 4.1 ([12]) Pour les conditions initiales positives, toutes les solutions du sys-
teme (4.5) sont bornées et restent positives pour tout t > 0. De plus, I'ensemble compact

Q={(S,xy,p) eER*:$>0,x> 0,y>00<p<1S+x+y<1}
est positivement invariant et est un attracteur global pour le systeme (4.5).

Démonstration. On commence par démontrer que toute solution avec condition ini-
tiale positive reste dans R% .

Lorsque S(tp) =0, ona S'(ty) =1 > 0. Alors on a S(typ +¢) > 0, pour tout £ et
¢ assez petit. Nous aboutissons a la méme conclusion pour p, puisque si p(typ) = 0
pour fp, nous obtenons p’(fp) = 1 > 0. D’autre part, pour toute condition initiale
x(0) > 0, des qu’il existe un premier instant ¢; tel que x(t;) = 0, nous avons
x'(t) = 0 pour tout t > t;, ’est-a-dire que x(t) reste identiquement nulle, ce qui
prouve la positivité de x. De la méme maniere on montre la positivité de y.

Pour vérifiezr que () est positivement invariant, il suffit de poser ¥ = S+ x +v.
On obtient

> :S/+x/+y/ =1-S—x—y—gpx=1-%—ypx.
Comme p, x > 0 dans (), alors ¥ <1 — %. Par le Lemme de Gronwall on trouve
() <14 (2(0) — 1) exp(—t).

On trouve de méme que pour p, p(t) <1+ (p(0) — 1) exp(—t).
Finalement, si (5(0), x(0),y(0),p(0)) € Q,alors 0 < p(t) <1,0<XE(t)<1. N

4.4 Existence et stabilité locale des équilibres

Nous utilisons ci-apres les conditions et notations suivantes : pour les fonctions
fi,i=1,2et g dans (4.5), les conditions (Hz1) et (H2) sont supposées vraies. Lorsque
les équations f1(S) =1+, f2(S) = 1 ont des solutions, elles sont uniques et nous
définissons les concentrations de rentabilité comme suit :

M=), M=), AT =f114), (4.6)
sinon, on pose AT = 400 et Ay = +00. Nous définissons la fonction W par

_1—_19 or
W(p)—g(p),f p € (0,1].

En utilisant (H2), pour tout p €]0,1[ nous avons W(p) > 0, W/(p) < 0 et
lim, ,o W(p) = +o0. Donc, quand A, < 1, I'équation W(p) = 1 — A, admet une
solution unique que nous notons p* :

W(p*) =1- 1. (4-7)

Nous avons 0 < p* < 1, voir Fig. 4.2 (b).
Si I’équation f1(A) = 1+ yp* a une solution, elle est unique, et nous posons alors
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AT =i (). (4.8)

Sinon, nous prenons A, = +o0. Puisque f; est décroissante, nous avons f," 1) <

YA +9p*) < fi'(1+7) . Par conséquent, les valeurs Ay, A~ et AT sont liées
comme suit, voir Fig. 4.2 (a)) :

AM<A < AT, (4.9)
(a)
1+n ...................................... fl
1+,)/9?k ................. . .
oo i - p
/.\1 'A_}Lz }\+ S p* 1 p

FIGURE 4.2 — (a) Graphes des fonctions de croissance f et f, et les définitions des seuils de rentabilité
M, AT, Ap et Ay; (b) : Représentation du graphe de la fonction W avec la solution unique positif p*
de I'équation W(p) =1 — Ay, quand Ay < 1.

4.4.1 Existence des points d’équilibre

L’existence des points d’équilibres du systeme (4.5) est déterminée par le résul-
tat suivant :

Proposition 4.2 ([12]) Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Le systéme (4.5) admet
les équilibres suivants :
— L’équilibre de lessivage Eg = (1,0,0,1), qui existe toujours.

— L'équilibre Ey = (AT, %,0,1) d’extinction de y, ot £ = 1A~

T et AT donné par (4.6),

qui existe si et seulement si AT < 1.

— L’équilibre E; = (A2,0,1 — Ay, p*) d’extinction de x, oit Ay et p* sont donnés
par (4.6) et (4.7), respectivement, qui existe si et seulement si Ay < 1.

— L’équilibre strictement positif E. = (Ay, X¢, Ye, Pc), 0t Ay donné par (4.6) et pe, Y.
et x. sont donnés par

1
Pec = ; (A(A2) —1), ye=W(po), xc= T+p. (4.10)

qui existe si et seulement si Ay < let A~ < Ay < AT,

65



Chapitre 4. Compétition dans le chémostat avec inhibiteur 1étal externe

Démonstration. Les équilibres de (4.5) sont les solutions de

0 1-S—fi(S)x— f2(S)y

0 = [fi(S) —1—plx (4.12)
0 = [f(S) -1y '
0 = 1-p—g(py

Par conséquent, avec 1’équilibre de lessivage Ey = (1,0,0,1), ot on a extinction des
deux populations, et qui existe toujours, (4.5) admet les équilibres suivants :

— E; = (51,x1,0, p1), extinction de la population y et x; > 0.

— Ep = (52,0,12, p2), extinction de la population x et y > 0.

— E. = (Sc, Xc, Ye, pe), ou les deux populations survivent : x. > 0, y. > 0.

Les composantes S = S1, x = x1 et p = p; de 1'équilibre E; sont les solutions
de (4.11) avec x > 0 ety = 0. On a alors p; = 1 et

1-8 = f(S1)x, (4.12)

fl(Sl) = 1+ Y. (4.13)

Dong, a partir de (4.13) nous avons S = A", oi AT est donné par (4.6). Ensuite, en
1—AT

utilisant (4.12), nous déduisons que x; = .
(4.12) que x = — T

Ainsi, I’équilibre Ejexiste si et seulement si x; > 0, et donc AT < 1.
Les composantes S = Sy, y = y2 et p = py de l'équilibre E; sont données
par (4.11) avec x = 0 et y > 0. Alors, f»(S2) = 1, donc S, = Ay, ot Ay est donné

par (4.6) et

1-5 = f(S2)y2, (4.14)
1—p2 = g(p2)y2 (4.15)

De (4.14) on obtient y, = 1 — A,. Par ailleurs, en utilisant (4.15) nous déduisons
que W(p2) =1 — Ay, et donc py = p*, o1 p« est donné par (4.7).

Ainsi, I'équilibre E; existe si et seulement si yo > 0 et po > 0,ie. Ay < 1.

Les composantes de E. = (Ag, X, yc, pc), I'equilibre positif de (4.5), sont les
solutions de (4.11) avec x > 0 et y > 0. Alors, f2(S;) = 1, donc S. = A, olt A, est
donné par (4.6) et

1-S = fl(Sc)x +f2(sc)yc/ (4.16)

fl(Sc) = 1+9p., (4.17)

1—pe = &(pc)ye (4.18)

De (4.17) nous avons p, = % A partir de (4.18) nous avons y. = W(p.)

et de (4.16) nous avons x, = 1;;%;6%. Donc p¢, y. et x. sont donnés par (4.10). Par

conséquent, I’équilibre positif E. du systéme (4.5), s'il existe, est unique.
Etudions la condition d’existence de E.. On remarque d’abord que
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1 - AZ - yc
L+ pc
De plus, nous avons y, > 0 si et seulement si 0 < p. < 1. D’ou

Ye > 0,x. = >0<=1-MAM >y >0= A, <1. (4.19)

pe<Lx>0<=0<y.<1—XAy = W) < W(p.) < W(p"). (4.20)

En utilisant le fait que W est décroissante, nous obtenons

pr<pe<l1 (4.21)

alors
AAT) =149p" < fi(A2) =1+ 9pc <147 = fi(AT). (4.22)
Dong, en utilisant le fait que f; est croissante (hypothese (H1)), on obtient de (4.20)

pe<Lx,>0<= A" <Ay < AT, (4.23)

En tenant compte de (4.9), (4.19) et (4.23), nous concluons enfin que E, existe si
et seulement si A~ < Ap < min(AT,1). |

4.4.2 Stabilité locale

La matrice jacobienne en E. = (Ay, X, Ve, pc) de (4.5) est

mq1 Mo —1 0

mo1 0 0 Moy

msq 0 0 0 !
0 0 My3 Mgy

M= (4.24)

avec
myp = —1— fi(A2)xe = f(A2)ye, 12 = —fi(A2)
my = fl(A2)xe, mas = —yxe, ma = f5(A2)ye
myz = —g(pe),  maa = —1 =g (pc)ye
Proposition 4.3 ([12]) Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Le systéme (4.5) admet
les équilibres suivants :
— L'équilibre Eg est LES si et seulement si AT > 1et Ay > 1.

— L’équilibre E,, s'il existe, admet une variété stable de dimension supérieure a trois
et est LES si et seulement si AT < A,.,

— L’équilibre E;, s’il existe, admet une variété stable de dimension supérieure a trois,
et est LES si et seulement si Ay < A™.

— L’équilibre E., s'il existe, est LES si et seulement si

A3(A1Ay — Az) > ATAy, (4.25)
ot Ay, Ay, Az, Ay sont définis par :

A = —(m11 + m44), Ap = mgzy — MMy + M1y, (4 26)
Az = m44(m12m21 - m31), Ay = —mypmogmyzmay.
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Démonstration. Pour I'équilibre de lessivage Ey, la matrice jacobienne M est donnée

par
—1 ; (;)fl(i) —f(1) 0
0 —1- 0 0
Mo=1 1 0 ! f(1)=1 0
0 0 —o(1) -1

Les valeurs propres de My sont —1, —1, f1(1) — 1 —y et f,(1) — 1. Alors, 'équilibre
Ej est LES si et seulement si f1(1) < 1+ et f(1) < 1, ou de manieére équivalente,
AT >1etAy, > 1.

Supposons que 'équilibre E; exist, alors AT < 1. Pour E; la matrice jacobienne
M); est donnée par

—1-fiAN)t —(1+7) —fLAT) 0

_ f(AT)2 0 0 —%
M= 0 0 LAY =1 0
0 0 —¢(1) -1

Les valeurs propres de M sont : —1, %[ —1—fiAN)E £ [(1+ f{(AT)2)> —4(1 +

1
Y)Rf(AT)] 2} qui a toujours une partie réelle négative, et f(AT) =1 < 0 si et
seulement si AT < Aj.

Supposons que 'équilibre E; existe. Alors A, < 1. Pour E; la matrice jacobienne
M donnée par (4.24) est

—1-fi(A2)(1 = A2) —f1(A2) —1 0
M, — 0 fild) =1—=9p* 0 0
? f2(A2)(1 = A2) 0 0 0

0 0 =8(p*) —1-g§'(p")(1—-12)

Les valeurs propres de M, sont: —1, =1 — ¢'(p*)(1 — A2), —f{(A2)(1 —A2) <0, et
fi(A2) =1 —9p* = fi(A2) — fi(A7) < O si et seulement si Ay < A™.
Pour E, la matrice jacobienne M est donnée par (4.24) de la forme suivante

mq1 Mo -1 0

. mo1 0 0 mMo4
Me=100 0 o o | 4-27)

0 0 My3 Mgy
Le polynome caractéristique de M, est donnée par
A AN+ ApAZ + AsA + Ay =0

ou A1, Ay, A3, As sont donnés par (4.26). Comme Ay, Ay, Az > 0, alors par le critere
de Routh-Hurwitz, E. est LES si et seulement si : A3(A1A; — Az) > A%A4. |

L'existence et la stabilité locale des équilibres de (4.5), donnés par les Proposi-
tions 4.2 et 4.3, sont récapitulées dans la table 4.1 ci-dessous. Nous observons que
Ep est LES si et seulement si E; et E; n’existent pas, et E. existe si et seulement si
E; existe et est instable, et E;, s’il existe, est également instable. On conclut qu’il
n’y a qu'un seul et unique équilibre qui soit stable.
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Equilibres Conditions d’existence Conditions de stabilité
Eo toujours AT >Tand Ay > 1
E; AT <1 AT < Ay
E; Ay <1 Ay <A™
E. A7 < Ay <min(AT,1) A3(A1Ar — Az) > A2 Ay

TABLE 4.1 — Existence et stabilité asymptotique locale des équilibres du systéme (4.5).
4.5 Diagramme opératoire

Dans cette section nous présentons notre résultat principal qui est la discussion
de l'existence et de la stabilité des équilibres de (4.1) par rapport aux parametres
opératoires D, p® et S°. Nous supposons que g et fi, f» sont fixés. Ainsi, nous
considérons le systeme

S = (S"-$)D —f1<s>§ — f(8) L
1 B2

x' = [fi(S) =D —yplx (4.28)

y = [f2(S)—Dly

p' (p° —p)D—g(p)y.

4.5.1 Existence et stabilité des équilibres

Pour souligner la dépendance des équilibres de (4.28) par rapport aux para-
metres opératoires, nous allons commencer par réécrire nos résultats précédents,
obtenus pour le systéme non dimensionnel (4.5).

En utilisant les fonctions inverses (en utilisant 1’hypothese (H1), ces fonctions
inverses son croissantes) f; ' : I - Rt et f, ' : b, = R ott Ij = [0, f1(+00)] et
I, = [0, fa(+0o0)[, nous définissons les concentrations de seuil de rentabilité

M(D) = f71(D), A2(D) = (D), AT = (D+7°)  (429)

qui sont les solutions des équations f1(S) = D, fo(S) = D et fi(S) = D + 7",
respectivement. On note que Aq est définie sur Ij, A, est définie sur I, et AT est
définie pour (D, p°) telle que D + yp° € L.

Nous définissons la fonction W par

O—p)D
W(p, D, 0 :u, our p €|0, 0.
(p.D,p") S Powrp 10, p°]

Notez que W est définie pour (p,D,p°) tel que p > 0, D > 0et0 < p < p°.
Notez aussi que %—I;Y < 0. Dong, lorsque Ay < S, 'équation W(p, D, p°) = Bo(S° —

A2) a une solution unique notée p* = p*(D, p°, S%) :

W(p*,D,p%) = Ba2(S° — Az). (4.30)
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(a) (b)

Fa(H00) Lo

§ 5

FIGURE 4.3 — Graphes des fonctions de croissance fi et fp lorsque I'équation f1(S) = f2(S) admet
une solution S = S en distinguant les deux cas pour I, (a) : I. = [D, fa(+0)[. (b) : I. =]0, D] oit
D=fi(S)=f2(5)

Sil’équation f1(S) = D+ yp* admet une solution, elle est unique. Nous définissons

AT(D,p", 8% = fi 1 (D +7p7) (431)
et posons
pe(p) = 11222D =D, 432
Notez que p.(D) est défini pour D € I. ou
I.={Del1Nnkh:A(D)<AD)}. (4-33)

Pour simplifier, nous supposons que 'équation f1(S) = f2(S) admet au plus
une solution positive S = S > 0, ce qui est le cas lorsque f1(S) et f2(S) sont des
fonctions de Monod. Le cas d"une intersection multiple peut étre traité de la méme
maniere. Nous avons

— I, =@si f1(S) < f2(S) pour tout S > 0.

— I, =|D, fo(+00)[, si f1(S) < f2(S) pour 0 < S < Set f1(S) > f»(S) for S > S,

voir Fig. 4.3(a).
— 1. =]0,D|, si f1(S) > f2(S) pour 0 < S < S et f1(S) < f»(S) pour S > S, voir

Fig. 4.3(b).
— I, =0, fa(+00)[ si f1(S) > f2(S) pour tout S > 0.
On définit
S0 Ay(D) — ¥elD)
«(D,p°) = W(pe(D),D, %), x.(D,p° %) = pD P 4
ye(D,p") = W(pe(D),D,p"), x(D,p",S") = B DT (434)
y. est défini pour (D, p°) € ] ot
Jo={(D,p") € L. xR* :0 < p(D) < p°} (435)
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avec I, défini par (4.33). Notez que x. est défini pour D € D, o
De = {(D,p,5°) € Je x RT : 8 > A5(D) +ye(D, p°) } (4.36)

avec |, défini par (4.35).
Des calculs simples, similaires a ceux utilisés dans les preuves des proposi-
tions 4.2 et 4.3 montrent que le résultat suivant est vrai.

Proposition 4.4 ([12]) Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Soient Ay, AT et A~
définis par (4.29) et (4.31), respectivement. Soit p* défini par (4.30), et p, x. et y. donnés
par (4.32) et (4.34), respectivement. Alors le systeme (4.28) admet les équilibres suivants :

— L'équilibre de lessivage Eg = (S°,0,0, p°).

0_ )+

— L'équilibre E; = (AT, £,0, p¥) d’extinction de y, tel que £ = ‘Blllj)(i ’)/P:)\ )

— L'équilibre Ey = (A2,0, B2(S° — A3), p*) d’extinction de x.

— L’équilibre positif E. = (A, X, Ye, Pc) de coexistence.
Les conditions d’existence et de stabilité de ces équilibres sont données dans le tableau
suivant :

Equilibres Conditions d’existence Conditions de stabilité
Eo toujours AT > S0 & A, > SO
Eq AT < SO AT < Ay
E; Ay < so Ay <A™
E, A~ < Ay <min(AT,S9) A3(A1A; — Az) > ATAy

ot Ay = A1(D,p°S%), Ay = AxD,p%S%), A3 = A3(D,p%S%), et Ay =
Ay(D, p°,S%), sont définis par

ma1 D
Ay = —(myy +mu), Ap= ;1 — MMy + M11Myy,
D, Z (4-37)
ms3i
Az = 1myy [m12m21 "5 }, Ay = —mypmpsmyzmsy.
Les quantités myy, myp, Mp1, Moa, M3y, Ma3, Maq sont données par
(A "(A A
my = —p_ 1A fl 2)% iy — _J1(22)
/ ! p2 / & (4-38)
mp1 = fl()\z)xcl Mpq = —YXc, M31 = fZ(AZ)]/C

myz = —g(pe), Maa = —D — ¢ (pe)ye.

Dans ce qui suit, notre but est d’exprimer les conditions d’existence et de sta-
bilité des équilibres, données par la Proposition 4.4, par rapport aux parametres
opératoires D, p° et S°.

Soit la fonction F; définie par

(D) = fi (f7(D)) = 7" (439)

Notez que F est défini sur I, x R*. Nous avons les résultats suivants.
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Lemme 4.1 ([12]) On a les équivalences suivantes
pe(D) < p® <= D > F(D, p°) <= A,(D) < AT(D, p°).
Démonstration. En utilisant (4.29), I'hypothese (H1) et la définition (4.39), on a
M <At = f,1(D)< ! <D+7p°> — fi (f{l(D)> < D+7p°
= fi (f{l(D)) —9p® <D <= D> F(D,p°).
D’autre part, en utilisant (4.29), (4.32) et I'hypotheses (H1) et (H2), on a
Ar)—D AT)—D
PC(D)<PO<:>f1( 2) il 7)
< fl()tz) < fl()\Jr) — M < AT,

Ceci complete la preuve du lemme. H

Soit la fonction F, définie par

0
B2

E(D,p%) = f;1(D) +

Notez que F, est défini pour (D, po) € J., ou J. est donné par (4.35). Alors, en
utilisant (4.1), on a

Je = {(D,po) :Del,D< Fl(D,pO)}.

Par conséquent, si nous supposons que 1'équation f1(S) + vp® = f»(S) admet au
plus une solution positive S = S(p") > 0, ce qui est le cas quand f;(S) et f»(S) sont
des fonctions de Monod, alors la fonction F;, est définie pour tout (D, p°) € I. x R*
tel que D(p°) < D < fo(+o0), si f1(S) +vp° > fo(S) pour 0 < S < S (p°), ou

0 <D <D(p%, fi(S) +v1° < f2(S) pour 0 < S < S (p°). Ici D(p°) = £2 (S (p%)).
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.2 ([12]) On a les équivalences suivantes
pe(D) > p*(D,p°, S°) <= S° > K (D, p°) <= A2(D) > A~ (D, p°,S°).

Démonstration. En utilisant (4.29), (4.31) et (4.32), avec les hypotheses (H1) et (H2),
on a

A >A" <= fi(A) > fA(A7) <= D+qp.>D+yp*

(4.41)
= pc>ph.
En utilisant le fait que %L;/ < 0et(4.30),ona
pe > p* <= W(pe,D,p°) < W(p*,D,p")
(4-42)

<= W(pe(D),D,p% < B2(S° — A2).

Alors, par (4.41) et (4.42), avec Ay = f, L(D) et la définition (4.40) de F,, on en
déduit que p, > p* est équivalent a S° > F,(D, p°). |
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Nous définissons également la fonction F3 par
F3(D, p", 8%) = A3(A1Az — A3) — ATAy, (4-43)

ou Aj, Ay, Az, et Ay sont définis par (4.37). Notez que F3 est défini pour
(D, p% S%) € D, ot D, est donné par (4.36). Donc, en utilisant les Lemmes 4.1
et 4.2, nous avons

D.={(D,p",s°): D € I, D > K(D,p), 8" > B(D, ") }
En utilisant les notations ci-dessus, nous avons la description suivante de 1'exis-
tence et de la stabilité des équilibres de (4.28)

Théoréme 4.3 ([12]) Supposons que les hypothéses et les notations de la Proposition 4.4
sont satisfaites. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres de (4.28) peuvent
étre exprimées par rapport aux parametres opératoires D, p® et S° comme suit :

Equilibres Conditions d’existence Conditions de stabilité
Eg toujours D > max(f1(S°) — v9°, f2(SY))
E, D < f1(8%) — 4p° D < F(D, %)
E, D < f,(SY) SO < K(D, p%)
E. D > F(D,p°) & S° > FK(D, p°) F(D,p%S% >0

oit (D, p°), F(D, p°) et F3(D, p°, S°) sont définis par (4.39), (4.40) et (4.43), respecti-
vement.

Démonstration. En utilisant (4.29) et I’hypothese (Hz1), la condition AT > SVet Ay >
S de la stabilité de Eg dans la Proposition 4.4 est équivalente a D > f1(S%) — yp° et
D > fz(SO). De méme, la condition AT < §° [resp. Ay < 597 d’existence de E; [resp.
E,] dans la Proposition 4.4 est équivalente a D < f1(S°) — yp° [res. D < £2(S?)].

Considérons la stabilité de E; et E,. En utilisant (4.1), la condition At < A, de
la stabilité de E; dans la Proposition 4.4 est équivalente a D < F (D, p"). D’autre
part, en utilisant le Lemme 4.2, la condition A; < A~ de la stabilité de E; dans la
Proposition 4.4 est équivalente a S° < F,(D, p°).

Considérons maintenant la stabilité de E.. En utilisant les Lemmes 4.1 et 4.2,
on voit que la condition A~ < A, < AT d’existence de E. dans la proposition 4.4
est équivalent a D > Fi(D,p%) et S > F(D, p°). Enfin, en utilisant la définition
(4.43) de la fonction F3, de la stabilité de E; dans la Proposition 4.4 est équivalente
a F5(s° D, p%) > 0. u

4.5.2 FEtude de la stabilité de E,

Nous donnons maintenant la condition nécessaire et suffisante sur les para-
metres opératoires D, p° et S telle que 1’équilibre positif E. est instable, c’est-a-dire
qu’on discute le signe de F3(D, p°, S?). Nous avons

F3 = a3x2 + apx? + a1 x. + ag (4-44)

73



Chapitre 4. Compétition dans le chémostat avec inhibiteur 1étal externe

avec les coefficients a; = a;(D, po), pour i = 0,.3. Par conséquent, F3 donné
par (4.44), apparait comme un polynome de troisieme ordre dans x. dont les coeffi-
cients ne dépendent que de D et de p° et non de S°. Soit A = A(D, p°) le discrimi-
nant de F3. Puisque nous ne nous intéressons qu’au demi-axe x, > 0, nous allons
étudier les racines positives de 1’équation F3 = 0, en commencant par remarquer
que ap > 0 chaque fois que E. existe.

Proposition 4.5 ([12]) Soit F3 un polynéme de degré 3 comme dans (4.44), avec ag > 0.
Alors l'équation F3(x) =0

i) n’a pas de solution positive si : {az > 0et A < 0} ou {az3 > 0et A > 0et ap >
0 et ayay > apasz}.

ii) a deux racines positives si : az > 0et A > 0et ay < 0oit ayay < apas.
iii) a trois racines positives si : a3 < 0 et A > 0Qet, ap > 0, aja; < aza.

iv) a une solution positive si : {az < 0et A < 0} ou {az < 0et A > 0etay <0} ont
a1ay > apas.

Remarques Le cas ot a3 = 0 n’est pas d'une importance majeure. 1l n’est donc pas inclus
dans I'analyse.

Démonstration.
i) Siag > O etaz > 0, et A < 0, alors il y a une solution négative, parce que
lim F3(x) = —oo, et F3(0) = ap > 0, donc il n’y a pas de solutions posi-
X—r—00

tives. Selon le critere de Routh-Hurwitz, I'équation n’admet que des solutions
négatives si {a3 > 0,49 > 0et A > 0etay > 0 et ayay > apaz}.

ii) a3 < 0 et A > 0, alors la négation de {a; > 0 et ajapy > apaz}, nous donne
le deuxiéme cas avec trois solutions. L'un d’elles est négative, et le fait que
F;(0) = ap > 0 et az > 0 signifie que les deux autres solutions doivent étre
positives.

iii) Le méme raisonnement, en appliquant le critére de Routh-Hurwitz sur
F3(—x) = —azx® + arx® — ayx + ag

donne le cas iii).

iv) Dans ce cas, le fait que a3 < 0 et ap > 0 signifie que nous avons au moins une
solution positive. Nous n’avons pas trois solutions positives car le critére de
Routh-Hurwitz n’est pas rempli, et nous ne pouvons pas avoir deux solutions

arce que lim F3(x) = —oo.
parce que lim F5(x)

4.5.3 Diagramme opératoire

Notre objectif est maintenant de décrire le diagramme opératoire. Il n’est pas
facile de représenter les régions d’existence et de stabilité des équilibres dans l'es-
pace tridimensionnel des paramétres opératoires D, p° et S°. Pour cette raison nous
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allons fixer un des parametres opératoires, en considérant la Proposition 4.5, une
fagon raisonnable serait d’étudier les caractéristiques du polynome F3 (i.e., a3, a2, A
et ajay — asap dans le plan (D, p°)), puis fixer D et montrer les régions d’existence
et de stabilité dans le plan opératoire (p°, S°) selon les lemmes précédents et la
Proposition 4.5.

La surface I'y définie par

Iy = {(D, %% : D= fi(s°) - wo} (4.45)

est la frontiére de la région dans laquelle existe E1. Dans le plan (p°, S°), T'; est le
graphique de la fonction p° — f; (D + ).
La surface I'; définie par

T = {(D, p0 8% D = fz(SO)} (4.46)

est la frontiere de la région dans laquelle existe Ep. Dans le plan (p?, S?), I'; est la
droite S° = f,1(D).
La surface I'; définie par

I's ::{ (D’pO’SO) : D:Fl(D'PO)f }

D < fl(so) _ ,YPO (447)

est la frontiere de la région dans laquelle E; est stable. Dans le plan (p°, S?), T3 est

la droite
po = p:(D), s> A(D).

La surface I'y définie par
La={(D,p",5) : 8 = B(D,p"),D < fo(s")} (448)

est la frontiere de la région dans laquelle E; est stable. Dans le plan (p°, S%), Ty est
la droite d’équation

g0 — D (PO — pe(D))
B28(pc(D))

Les surfaces I'; et I'y sont les frontieres des régions dans lesquelles existe E..

Dans le plan opératoire (p°,SY), ott D > 0 est fixé, les courbes T;, i = 1,2,3,4,
se croisent au point (p?, %) ot p° = p.(D) et S® = A,(D).

La surface I's est définie par

+22(D),  p° > pe(D).

Us:= { (D,p",8%) : F5(D, p?,8°) = 0,5° > B(D,p°), pe(D) < 1} (449)
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Surface Equation en (p%, S%), avec D fixé
I Graphe de S° = f; (D +7p°)
I Droite horizontale S° = A, (D)
I3 Droite verticale p° = p.(D) et S° > A(D)
r Droite S0 — D(p"—pc(D)) 0
4 roite §° = — 15y + A2(D) et p¥ > p(D)
I's Graphe de F3(D, p?,8%) =0

TABLE 4.2 — Frontieres des régions dans le diagramme opératoire.

4.6 Simulations numériques

Dans cette section, nous considérons le modele (4.1), avec fi, fo, et ¢ donnés
par (4.2). Montrons la fagon dont nous appliquons nos résultats sur la construction
du diagramme opératoire correspondant a divers parametres biologiques.

Parameétres | 1 =B my mpy a3 ay 0 K 0% Figures
Cas a 1 40 50 0.03 1.0 50 1.3 4.0 |44, 4.5 46,
4.7, 4.8, 4.9

Casb 1 40 50 0.03 1.0 05 1.3 4.0 4.10, 4.11

Casc 1 1.7 2 04 09 15 0.03 0.025 | 4.12,4.13

TABLE 4.3 — Valeurs des parametres.

4.6.1 Les valeurs des parametres de Hsu, Li et Waltman

Les valeurs des parametres utilisées par [41] sont données dans la table 4.3,
Cas a.

Dans la figure suivante, les caractéristiques du polyndme F3 sont tracées dans
le plan (D, p"). Nous représentons chaque courbe dans la méme couleur de son
équation, par exemple a3 = 0 en rouge.

Nous pouvons voir que dans la région Y; (voir Fig. 4.4 (b)), nous avons a3 < 0,
A > 0etay <0 (voir Fig. 4.4 (a)). Il correspond donc au cas 4 de la Proposition 4.5.

Dans la région Y, nous avons a3 > 0, A > 0 et a, < 0, sauf pour une sous-région
entre les courbes en bleu et cyan contenant les points (0.8,1) et (3.5,0.3), ot ay > 0
et ajay < apaz. Cela correspond au cas 2 de la Proposition 4.5.

Dans la région Yy nous avons a3 > 0, et A < 0, sauf pour deux sous-régions ou
A > 0 (le premier est entre 'axe p° et la courbe en bleuy, la seconde entre la courbe
pc en noir et la courbe bleue au-dessus) dans ces parties, nous avons a; > 0. Cela
correspond au cas 1 de la Proposition 4.5.

Dans la figure 4.4, nous considérons la région au-dessus de la courbe p° =
pc(D), et D < D ~ 3.97 I'image de la solution de f,(S) = f1(S), voir Fig 4.3.

On commence par le cas o D € [Dy, D3| (Fig 4.4 (b)). On choisit D5 = 2.2
par exemple. Il y a des points py tels que (D, py) € Y1, ie., po € [p2, p3] (voir
Fig 4.5) il admet x; > 0 comme racine de F3 = 0. Donc F; < 0 < x € [x1, +9].
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(a) (b)
po ajaz > apas aya; = apas PO
8 az = 0 8 a3 = 0
74 ap = 0 74 YO A —0
61 6 po = Pe
54 54

Y,

41 44
31 31
24 24
11 14
0 i ; ; D D, 1 Dy 3 Dys D D

FIGURE 4.4 — Caractéristiques de F3 = 0. Chaque courbe colorait la méme couleur de son équation.
Y; pour i = 0..2 représente la région dans laquelle F3 = 0 admet i solutions positives. Les parametres
biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas a.

61

, - : D
0 1 2 Ds 3 4
FIGURE 4.5 — Caractéristiques de F3 = 0. Les parametres biologiques sont donnés dans la table 4.3,
Cas a.

Cela correspond dans le diagramme opératoire (Fig 4.6 (a)) a la région au cours
de la courbe verte entre p; et ps. Quand (D, py) € Yz, i.e., fo € [p1, p2] U [p3, pal,
I’équation F3 = 0 a deux racines positives 0 < x1 < xp. Donc F3(x) < 0 < x €
[x1, x2] que nous pouvons voir (Fig 4.6 (a)). Le cas restant est pg € [p.(D), p1] U
[p4, +oo[ ot nous avons F3(x) > 0, donc E. est stable, des qu'il existe.

Le comportement du systtme dans chacune des régions 7; pour i = 0.4, J2,
Jd, T8, et J! est donné par LE Théoréme 4.3. Ce comportement est résumé dans
la Table 4.4.

Les Fig 4.7 et 4.8 montrent que quand D € [Dy, D] U [D3, Dy4] (voir Fig 4.4 (b)),
on obtient une région fermée d’instabilité de E. dans le diagramme opératoire
(I’équation F3 = 0 admet deux solutions, qui sont identiques quand A = 0), parce
que nous sommes dans Y, ce qui correspond aux cas 2 de la Proposition 4.5. Nous
pouvons voir dans la Fig. 4.8 (b) que pour D = 1, nous avons (p° =1,5° = 1) € 7/,
i.e., ’équilibre intérieur est instable, ce qui est en accord avec le résultat de [41].

Dans le cas ou D € [0,D;] U [Dy, D] nous obtenons F3 > 0, puisque nous
sommes dans Y. Donc E. est stable dés qu'il existe; ce qui est illustré par la Fig 4.9.
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Regions Jo J1 Jo Tz T T3 Td T3 T
Eo S 1 I I I I I I I

E S S 1 I I
E, s 1 s 1 I 1 1

TABLE 4.4 — Existence et stabilité des équilibres dans les régions du diagramme opératoire.

(a) (b)
so SO ;T
15004 59
S
4 j — I
5 N/
1000
34 j3
‘765 r-l
N
5001
A T2
I
J T
Lo : 0 . _y e 0
0 p1p2l 2 P33 4 pa 0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2

FIGURE 4.6 — (a) : Diagramme opératoire pour D5 = 2.2. (b) : Zoom pres de l'origine. Les paramétres
biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas a.

4.6.2 Cas ou la tangente a I'; en (p., A,) est au dessus de I'4

Considérons les valeurs des parametres donnés dans le Tableau 4.3, cas b. On
procéde de la méme manieére, on dessine d’abord les caractéristiques de I'équation
F3 = 0 selon la Proposition 4.5, voir Fig 4.10.

Comme dans 1'exemple précédent, nous affectons les cas 1 a 4 de la Proposi-
tion 4.5 aux régions de la figure 4.10 (b). Dans Y; nous avons a3 < O et A > 0
ce qui correspond au cas 4. Dans Y, nous avons A > 0, a3 > 0 et ap < 0 corres-
pond au cas 2. De méme on peut affirmer que le cas 1 caractérise Yy. C’est un cas
trés intéressant ot il y a un intervalle trés étroit [D;, D3] tel que D7 ~ 1.2425 et
D3 ~ 1.2741, ou la région d’instabilité est une région fermée (i.e., fini), ce qui est
tres difficile & déterminer en faisant simplement varier D. D’ou I'importance de
dessiner les caractéristiques dans (D, p”). Nous donnons dans la figure suivante
le diagramme opératoire ott D, = 1.26 € [D1, D3]. Nous remarquons aussi qu'une
nouvelle région J4 apparait entre I'y (en cyan) et I'y (en bleu), voir Fig. 4.11 (b).

4.6.3 Intersection des courbes I's et I';

Un autre cas est lorsque les courbes I's et I'; se croisent. Considérons les valeurs
des parametres données dans le Tableau 4.3, Cas c. Nous commengons par tracer
les caractéristiques de notre équation et nous obtenons la Figure. 4.12, ou Y, est
entre les courbes bleues et rouges (nous obtenons deux solutions). Y7 est la région
délimitée d'un coté par la courbe rouge (nous obtenons une solution), et Yy est
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. (a)
f — J8
S
T
2 .
0 1 ‘ f . > 0

SO

1504

100+

504

T3

T3

J1

-

(b)

hof,

FIGURE 4.7 — Diagramme opératoire pour (a) : D = 0.7. (b) : D = 3.59. Les parametres biologiques
sont donnés dans la table, Cas a.
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FIGURE 4.8 — (a) : Diagramme opératoire pour D = 1, (b) : Zoom pres de I'origine.. Les parametres

biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas a.

celle qui est au-dessus de la courbe noire et bornée d"un coté par le bleu (pas de

solution).
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FIGURE 4.9 — Diagramme opératoire pour (a) : D = 0.5. (b) : D = 3.9, montrant que JX et T
sont vides. Les parametres biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas a.
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FIGURE 4.10 — (a) : Caractéristiques de F3 = 0. (b) :
biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas b.

Zoom pres Dy = 1.26. Les parametres

(a) (b)
S0 S0
1.57
18001
1600 S j 6
T5
1400
1200 1
S

1000 ‘76 TIa 7
800 T I 2
6001 6 5 0.51
4001 j4
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FIGURE 4.11 — (a) : Diagramme opératoire pour D = 1.26. (b) : Zoom preés de l'origin. Les para-
metres biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas b.
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FIGURE 4.12 — (a) : Caractéristiques de F3 = 0, (b) : Zoom pres de l'origine. Les paramétres biolo-

giques sont donnés dans la table 4.3, Cas c.

0
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FIGURE 4.13 — Diagramme opératoire pour (a) : D = 0.01. (b) : D = D; = 0.013. Les paramétres
biologiques sont donnés dans la table 4.3, Cas c.
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Abstract:

The aim of this thesis is twofold, one is the study of perturbations of differential
inclusions by the multiple scales method, the second is the study of some chemostat
model with inhibition.

The first is considered when we have a singular perturbation system, where an ap-
plication for a resource-consumer model is considered, And when we have a differential
inclusion with maximum, where the averaging method is applied to study the limit
of the solutions set. The second is the study of a chemostat model with an external
inhibitor, where we analyse the equilibria of the system and construct the operating
diagram.

Keywords: Differential inclusions, averaging method, singular perurbation, chemo-
stat, operating diagram.

Résumé:

Cette These a un double objectif, 'un est I’étude des perturbations des inclusions
différentielles par la méthode des échelles multiples, 'autre est I’étude d’'un modele de
chemostat avec inhibition.

La premiere est considérée quand on a un systeme singulierement perturbé des in-
clusions différentielles , ou une application pour un systeme ressource-consommateur
est considérée, et lorsque nous avons une inclusion différentielle avec maximum, ou la
méthode de la moyennisation est utilisée pour étudier la limite des solutions. La sec-
onde est ’étude d’un modele de chemostat avec inhibiteur externe, ot nous analysons
les équilibres du systeme et construisons le diagramme opératoire.

Mots clés : Inclusions différentielles, méthode de la moyennisation, perturbations
singulieres, chémostat, diagramme opératoire.
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