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INTRODUCTION

CETTE these s’attache a 1’étude de modéles de compétition de deux especes micro-
biennes sur un seul nutriment dans un chémostat (appareil de culture en labo-
ratoire de micro-organismes). L’objectif est de montrer la coexistence des especes
par différents mécanismes pour affirmer la diversité biologique que l'on trouve
dans les écosystemes terrestres et marins ainsi que dans les bioréacteurs.

Le modele de base du chémostat prédit que la coexistence de deux ou plu-
sieurs especes microbiennes en compétition pour un seul nutriment n’est pas pos-
sible. Seules les espéces ayant le plus faible seuil de croissance survivent. Ces especes
consomment moins de substrat que les autres pour atteindre 1'état d’équilibre [18].
Ce résultat est connu sous le nom de Principe d’Exclusion Compétitive (PEC) [14]. Ce-
pendant, ce principe contredit la grande biodiversité que 1’on trouve dans la nature
ainsi que dans les processus de traitement des eaux usées et dans les réacteurs bio-
logiques. Plusieurs mécanismes ont été imaginés pour améliorer le modéle et obte-
nir de la coexistence. Plusieurs auteurs, comme dans [2, 4, 7, 8, 19, 20, 21, 22, 25, 40],
ont étudié l'inhibition en tant que facteur de maintien de la diversité des écosys-
temes microbiens, et donc apporté des réponses a la question suivante : la produc-
tion d’inhibiteurs internes ou l'introduction d’inhibiteurs externes peut-elle induire
la coexistence stable de concurrents dans un environnement de type chémosta-
tique ?

Notre travail de thése se situe dans cette derniere direction. Il consiste en 1’éla-
boration et I’étude, essentiellement théorique et numérique, de modéles mathéma-
tiques pour la compétition, dans un chémostat, entre deux populations de micro-
organismes pour un seul nutriment en présence d"un inhibiteur externe ou interne.

La these est structurée comme suit :

Dans le chapitre un, nous introduisons le modele mathématique de la crois-
sance d"une seule espece de micro-organismes sur une ressource. Les propriétés de
ce modele sont analysées pour les trois plus importantes classes de taux de crois-
sance rencontrés en biotechnologie ; a savoir ceux limités ou inhibés par un substrat.
Ensuite, nous introduisons en particulier le modele mathématique de n espéces en
compétition sur une seule ressource dans un chémostat. Le modéle s’écrit

&~ ("-8)D- £ A(S)x,

dt =

dxl- . ‘ o ' C_a
E = (fl(S) D)xl, 1=1 n



Introduction

Plusieurs extensions de ce modele ont été étudiées dans la littérature. Nous pou-
vons citer, a titre d’exemple, le cas de Hsu, Hubbel et Waltman [18] qui sont parmi
les premiers, en 1977, a étudier le probleme de la compétition dans le chemostat.
Dans le cas de fonctions de croissance non monotones, Butler et Wolkowicz [5]
montrent en 1985 que le principe d’exclusion compétitive est également vérifié. Mais
ces travaux supposent que toutes les especes ont le méme taux de prélevement
D, égal au taux de dilution. Récemment, Sari et Mazenc [33] ont pu construire une
fonction de Lyapunov pour étudier 'attractivité globale du modéle avec une classe
générale de taux de croissance et avec des taux de mortalité différents pour chaque
espece.

Nous proposons et étudions le modele dans le cas n = 2 o1 deux especes sont en
compétition sur une ressource limitante unique. On étudie 1’existence et la stabilité
des points d’équilibre du modéle pour des taux de croissance monotones et non
monotones. On y énonce en particulier le théoreme de 1'exclusion compétitive a
I’équilibre. Au moyen de diagrammes opératoires, nous décrivons le comportement
asymptotique du modeéle.

Dans le chapitre deux, nous considérons le modele introduit par Lenski et Hat-
tingh [25]. Dans ce modele, deux espéces sont en compétition sur une unique res-
source limitante en présence d'un inhibiteur externe, comme un pesticide ou un
antibiotique. Le modele s’écrit

S = (S°-8)D—f(p )fl(S)%_fZ(S)%

(

x' = [f(p)fi(S) — D]x
[f() Dly

P = (°—p)D-g(py.

Pour certaines valeurs du taux de dilution, I'espece ayant le plus faible seuil de crois-
sance gagne la compétition en 1’absence d’inhibiteur. La présence de l'inhibiteur de
I'espéce gagnante permet la coexistence des deux espéces. L'analyse mathématique
du modeéle a été considérée par Hsu et Waltman [21] pour les fonctions de crois-
sance f; et g de type Michaelis-Menten et f(p) = e #F. En raison de 'importance
de ce phénomene qui favorise la coexistence stable de deux especes en compétition
pour une ressource unique, les résultats de [21] ont été discutés dans le livre de
Smith et Waltman [35] et dans 1'article de synthése [23]. Le but de ce travail est
de revoir les résultats de [21, 23, 25, 35] et de discuter les questions restées sans
réponse.

L’approche de [25] consistait a fixer les parametres biologiques du modele, ainsi
que le taux de dilution du chémostat, et examiner le comportement du modele
par rapport aux concentrations d’entrée du substrat limitant et de 'inhibiteur, qui
sont des parametres opératoires du modele. Par conséquent, ces auteurs ont éta-
bli le diagramme opératoire du modele : sept résultats possibles ont été présentés,
correspondant a sept régions du diagramme opératoire-. En utilisant le théoréme de
Routh-Hurwitz sur la stabilité locale de 1’équilibre de coexistence, ces auteurs ont
insisté sur le fait que 1'équilibre de coexistence peut étre instable. Ils ont donné
des conditions aux parametres biologiques pour lesquelles I'équilibre de coexis-
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tence devient instable. Cependant, ils n"ont pas décrit les régions des parametres
opératoires dans lesquels ce comportement se produit.

L’approche dans [21, 23, 35] était plus théorique. Les auteurs ont rééchelonné les
parametres biologiques et opératoires du modele, créant un environnement stan-
dard dans lequel les parametres opératoires sont fixés a la valeur 1. Les auteurs ont
établi des résultats globaux et montré que lorsque 'équilibre de la coexistence est
instable, le modéle peut avoir un cycle limite attractif. La théorie développée dans
cet environnement standard permet potentiellement de présenter les diagrammes
opératoires du modele. Cependant le diagramme opératoire n’a pas été présenté dans
[21, 23, 35]. Notre principale contribution consiste a présenter le diagramme opéra-
toire et de donner ses propriétés en respectant les parametres biologiques. L’espace
des parametres du modele est de dimension dix : sept parameétres biologiques et
trois parametres opératoires. Explorer tous ces parametres en méme temps n’est
pas possible. Notre approche pour traiter cette question consiste alors a scinder
cette problématique en deux parties intermédiaires. Nous fixons d’abord les para-
metres biologiques et présentons le diagramme opératoire. Ensuite, nous explorons
les variations du diagramme opératoire lorsque les parametres biologiques sont mo-
difiés. Le probleme est réduit a la détermination du signe d’un ensemble de cinq
fonctions réelles du taux de dilution.

Le diagramme opératoire considere les paramétres opératoires comme coordon-
nées et les différentes régions qui y sont définies correspondent a des dynamiques
qualitativement différentes. Ce diagramme de bifurcation qui détermine l'effet des
parametres opératoires, qui sont contrdlés par 'opérateur et qui correspondent au
taux de dilution et aux concentrations d’entrée, est tres utile pour comprendre le
modele du point de vue mathématique et biologique, et est souvent construit dans
la littérature mathématique et biologique [1, 6, 9, 10, 30, 34, 37, 39, 41, 42].

Dans ce chapitre, nous étendons les travaux [21, 23, 35] en considérant les fonc-
tions de croissance plus générales et en décrivant le diagramme opératoire. Nous
étendons aussi 1'étude [25] en décrivant théoriquement les différentes régions du
diagramme opératoire. En particulier, nous montrons que pour les parametres bio-
logiques dans [25], pour toutes les valeurs des trois parametres opératoires, 1'équi-
libre de coexistence est stable lorsqu’il existe et nous clarifions la question de la
déstabilisation de 1’équilibre de coexistence qui n’a été considérée dans [25] que
par I'exploration numérique.

Dans le chapitre trois, nous considérons le modéle introduit par Freitas et Fre-
drickson [7]. Dans ce modele, deux especes de micro-organismes sont en compéti-
tion sur une unique ressource limitante en présence d"un inhibiteur interne, ot les
deux concurrents produisent une toxine qui inhibe leurs taux de croissance [7]. Le
modele s’écrit

X
§' = (S°—8)D — (S, p)— — pa(S, p)
4! 72

x' = [m(Sp)—Dx
y = [p2(S,p)—Dly

/

p' = ap(S,p)x +axu2(S, p)y — Dp.

Ce modele a été proposé et étudié dans [7] dans le cas ou les fonctions de
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croissance sont de Monod. Le modéle avec a; = 0 et la fonction de croissance p1
qui dépend seulement de la concentration en substrat, a été considéré par Hsu
et Waltman dans [23]. Les auteurs ont démontré alors que le systeme possede un
unique équilibre strictement positif de coexistence, mais qui est instable.

L’approche de [7] consistait a fixer les parametres biologiques du modele et
examiner le comportement du modéle par rapport a la concentration d’entrée du
substrat limitant et le taux de dilution du chémostat, qui sont des parametres opé-
ratoires du modele. Par calcul numérique, ces auteurs ont établi le « diagramme
opératoire » du modéle : une variété de résultats possibles ont été présentés, sept
au total, correspondant a sept régions du diagramme opératoire. Les considérations
de stabilité étaient toutes locales.

Dans ce chapitre, nous étendons [7, 23] en considérant les fonctions de crois-
sance plus générales. En utilisant la technique de la caractéristique a 1’équilibre,
nous déterminons les conditions d’existence des points d’équilibre, ainsi que leur
stabilité locale. Nous montrons l'existence d'un ou de plusieurs équilibres stric-
tement positifs de coexistence, qui peuvent étre Localement Exponentiellement
Stables (LES). Nous sommes en mesure de donner des théorémes et des preuves
de résultats globaux et précis. Nous étendons aussi 'étude [7] en décrivant théo-
riquement les différentes régions du diagramme opératoire. En particulier, nous
donnons des conditions sur les parametres biologiques pour lesquels huit régions
sont apparues dans le diagramme opératoire. Le modéle présente plusieurs com-
portements possibles : exclusion compétitive de 1'une des especes, coexistence des
espéces, bistabilité.

Enfin, nous présentons en annexe un rappel des principales notions et résultats
que nous avons utilisés dans cette these.



LA COMPETITION DANS LE CHEMOSTAT

1.1 Introduction

Un chémostat est un type particulier de bioréacteur. Un bioréacteur est une
enceinte confinée ot ont lieu des interactions biologiques. Plus précisément, un
chémostat est un appareil de laboratoire dans lequel une ou plusieurs populations
des micro-organismes (bactéries, phytoplancton, levures, etc.) sont mises en pré-
sence d'un substrat limitant et d’autres substrats non limitants pour se développer.
On peut ainsi d’apres les variations du substrat limitant, connaitre I'influence de ce
dernier sur la population cultivée. le chémostat est donc un modéle d’écosysteme
controlé dans lequel on peut quantifier précisément les relations entre un substrat
et un organisme. Pour plus de détails sur le dispositif expérimental, voir [3].

Il existe trois modes de fonctionnement dans un bioréacteur :

1- Le mode fermé ou "batch" en anglais : L'entrée et la sortie sont nulles. On
assiste a une décroissance exponentielle des micro-organismes.

2- Le mode semi-continu ou "fed-batch" en anglais : Seule la sortie est nulle.
C’est le mode de fonctionnement préféré lorsque l'objectif est le contrdle de la
population.

3- Le mode continu : C’est le mode de fonctionnement typique pour le chémo-
stat : le débit de la sortie est égal au débit de I'entrée. Le volume est donc constant
dans le réservoir.

On place dans l'appareil du chémostat les micro-organismes que 1’on veut étu-
dier. Les substrats pénetrent dans le chémostat avec un débit volumique F, et une
concentration d’entrée S°. Dans la suite on va s’intéresser au cas ot le débit de la
sortie est égal au débit de I’entrée et le volume du chémostat est maintenu constant.

Si 'on note F
D= —
\%

on obtient un taux exprimé en 1/heure par exemple, que 1'on nomme le taux de
dilution. Pour une vue schématique du chémostat voir Fig.1.1.

1.2 Modele du chémostat simple [3]

La modélisation doit prendre en compte deux aspects relatifs aux deux parties :
physique et biologique. La partie physique décrit les flux de matieres dus a la circu-
lation de liquide; et la partie biologique décrit les processus biologiques ayant lieu
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Agitateur
Pompe d’alimentation Pompe d’effluent
S S
DSO \ \ D(S + x)
Alimentation continue Sortie du contenu
(entrée) en milieu neuf du réacteur
S
|

Bioréacteur, son volume V constant

FIGURE 1.1 — Schéma d’un chémostat en mode continu. Le nutriment entre 4 un taux D et une
concentration S°, les organismes x et le substrat S effluent au méme taux D.

a l'intérieur du chémostat. Dans toute la suite, nous désignerons par S(t) la concen-
tration de substrat et x(f) celle de micro-organisme a l'instant ¢ (respectivement, S
et x lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité possible).

Partie physique

Dans la chambre du réacteur, il n’y a pas d’arrivée d’organismes par le flux. La
seule variation de la biomasse des organismes est donc le fait de la sortie, qui se
fait au méme taux D que l'entrée. On aura donc :

dx
dat
Pour le substrat, il faut tenir compte du substrat entrant dans le chémostat, & un

taux de dilution D et a une concentration S, et de la quantité de substrat présente
dans la cuve, qui est vidée par dilution. Ainsi, on a :

s _ DS — Ds.
dt

= —Dux.

Partie biologique

Les micro-organismes consomment le substrat pour leur croissance. Nous dé-
signons par f(S) le taux de croissance ou fonction de croissance spécifique des micro-
organismes correspondant a la consommation d’une quantité S de substrat. Ainsi,
on peut écrire :

dx
i f(S)x.
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La consommation de substrat par les microorganismes entraine une diminution de
la quantité de substrat a un taux o(S) appelé taux d’absorption.

ds
i —0o(S)x.

En combinant les deux parties, physique et biologique, on obtient le modeéle a
une espece de microorganismes :

ds
At
dx
= (f(5)- D)

Le rapport

décrit le rendement de conversion du substrat S en biomasse x. Dans toute la
suite, on supposera que <y est constante; c’est-a-dire que le taux de croissance est
proportionnel au taux d’absorption. Cette constante de de proportionnalité - est
appelée taux de conversion ou rendement de croissance. Le modele s’écrit donc :

ds f(5)
E = (SO — S)D — Tx

(1.1)
dx

& = (f(9-Dx.

A ce stade, nous ne ferons que deux hypotheses concernant la fonction f :
(1) La fonction f : RT™ — R™ est localement lipschitzienne.
(2) f(0) =0et f(S) > 0 pour tout S > 0.

La premiére hypothese assure l'existence et 1'unicité des solutions de (1.1) et la
deuxieme assure qu’en 1’absence de substrat, il n'y a pas croissance. Cette absence
de croissance se traduit par une absence de consommation du substrat.

Dans la littérature, il existe plusieurs classes de taux de croissance vérifiant ces
hypotheses. Dans le paragraphe suivant, nous en citons quelques uns.

1.3 Taux de croissance

Nous étudions certains aspects quantitatifs de la croissance des cultures bacté-
riennes en fonction de la concentration du nutriment, plusieurs classes de taux de
croissance sont proposées. Nous citons 'exemple d"un taux de croissance linéaire

en S
f(S) =aS

avec « un réel strictement positif. Cette fonction s’appelle aussi fonction de type
Holling I. Plusieurs autres cinétiques sont utilisées dans la littérature et considerent
que le taux de croissance de la biomasse atteint un maximum, par exemple
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- Loi de Monod :
mS

S)=—=
f(S) K+S
avec m le taux de croissance maximal et K la constante de Michaelis-Menten (ou de
demi-saturation puisqu’on a f(K) = m/2). Cette fonction s’appelle aussi fonction
de type Holling II. Elle est nulle pour S = 0 et tend vers m lorsque la concentration
en substrat devient "grande" devant K. Cette loi permet de rendre compte des

phénomenes de saturation et de limitation (voir Fig. 1.2(a)).

- Loi de Haldane :
mS

f(8) = K+ S+ S?/K;

avec m et K, respectivement, le taux de croissance maximal et la constante de demi-
saturation en absence d’inhibition et K la constante d’inhibition (voir Fig. 1.2(b)).
Cette loi permet de rendre compte des phénomenes de saturation et d’inhibition
par le substrat.

(a) (b)

/ / N\
D D

.

S
A

FIGURE 1.2 — Taux de croissance (a) : de type Monod ; (b) : de type Haldane; (c) : de type Holling II1.

- Loi de Holling type III :

ms?
&) =mre

avec m le taux de croissance maximal et K la constante de demi-saturation.
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La réponse fonctionnelle de Type Holling III (voir Fig. 1.2(c)) augmente tout
d’abord lorsque la concentration en substrat est faible, puis ralentit lorsque le
consommateur atteint la satiété. Elle est nulle pour S = 0.

Si f est de type Monod ou Holling III, et I'équation f(S) = D admet une solu-
tion, alors nous notons cette solution par A. C’est le seuil de croissance ou "break-
even concentration" en anglais. Si f est de type Haldane et 1'équation f(S) = D
admet deux solutions, alors nous notons ces solutions par A et y avec A < p.

1.4 Propriétés mathématiques du modele

Le modele du chémostat (1.1) est définit sur le quadrant positif, nous rappelons
pour cela quelques propriétés mathématiques (Pour plus de détails, voir [15]).

Dans toute cette section, nous supposerons que la fonction f est de classe C!,
et est positive et nulle en 0. Premierement, nous supposons qu’elle est strictement
croissante puis nous introduisons aussi la possibilité de phénomenes d’inhibition
en la supposant strictement croissante puis strictement décroissante.

e Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que le taux de rendement
est égal a 1 (y = 1). Par conséquent, nous considérons le systéme

ds
dar
dx
i (f(S) —D)x

= (S°—S)D - f(S)x
(1.2)

e Comme l'on a supposé f de classe C! (posséde une dérivée continue), le se-
conde membre de (1.2) a des dérivées partielles continues et donc le Théoreme
d’existence et d'unicité des solutions s’applique (voir I'annexe A.1). Ainsi, le sys-
teme (1.2) possede la propriété d’existence et d'unicité des solutions.

e L'axe horizontal est invariant. En effet, on peut facilement vérifier que pour
toute valeur de S(0) la fonction :

t— (S(),x(t)) = (8° + (5(0) — S9)e P, 0)

est solution de (1.2).

e Les solutions restent positives. Les systémes biologiques de type du chémostat
sont des systemes dont les variables d’état doivent étre positives. il faut s’assurer
que pour des conditions initiales positives ou nulles, le systeme (1.2) reste positif
ou nul. Pour cela il suffit de constater que :

5=0 — B _psso
dt
et donc aucune trajectoire ne peut quitter 'orthant positif R% en traversant le demi-
axe vertical. D’autre part, comme le demi-axe horizontal est une trajectoire et que
deux trajectoires ne peuvent pas se couper a cause de 1'unicité des solutions, aucune
trajectoire ne peut quitter I'orthant positif R% en traversant le demi-axe horizontal.
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e L'ensemble O = {(S,x) € R2:S > 0,x > 0,5+ x = S} est positivement
invariant et attracteur de toutes les solutions du systéme (1.2). En effet, en considé-
rant la quantité z = S + x, puis en dérivant, on a :

dz B ds dx

@ A (50 §)D— f(S)x + £(S)x — Dx
=D(S"—-S) — Dx = D(S° - z).
Ainsi,
z(t) = SO 4 (z(0) — $9e P! et lim z(t) = S°. (1.3)

t—+4oc0

Dot z < max(S%z(0)) pour tout (S,x) € RZ. Par suite, pour toute condition
initiale positive, toute les trajectoires du systéme (1.2) sont bornées. En outre,
I'ensemble () est attracteur de toutes les trajectoires dans ]R2+. Sur cet ensemble,
puisque S + x = S° on peut remplacer S par S — x dans la seconde équation de
(1.2), ce qui donne 1'équation différentielle en x :

Z—f = [f(S" —x) — D]x (1.4)
dont le comportement simple est connu deés lors que 'on connait le graphe de
la fonction x — @(x) = (f(S° — x) — D)x. Le comportement asymptotique de la
solution du systeme (1.2) est le méme que celui du systéme réduit (1.4).

e Les équilibres (appelés aussi régimes permanents, états stationnaires, ...) s’ob-
tiennent en résolvant le systéme algébrique

0 = (SY-S)D—f(S)x
0 = (f(S)—D)x.

De la deuxieme équation on déduit
x=0 ou f(S)=D

d’ot 'on déduit 1'équilibre (S, 0), dit équilibre de "lessivage". Les autres équilibres
sont les couples (S*,x*) o1 S* est solution de 'équation f(S) = D et x* = S — S*.
A partir de maintenant, afin de poursuivre la discussion sur les équilibres, il faut
avoir des informations sur la fonction f. Pour cela nous allons faire des hypotheses
sur la fonction f et examiner le cas o1 il n’y a pas d’inhibition par le substrat, c’est-
a-dire que la fonction f est strictement croissante, et celui ot il y a inhibition, c’est-
a-dire que la fonction f est strictement croissante puis strictement décroissante.

(1.5)

1.4.1 La fonction f est monotone et bornée

Nous supposons que la fonction f est de classe C! et satisfait les conditions
suivantes :

(H1) : f est définie pour S > 0 et est bornée.

(H2): f(0) =0et f(S) > 0 pour tout S > 0.
Cette fonction est appelée de type "Monod"(voir Fig. 1.2(a)). La bornitude rend
compte du fait que le microorganisme ne peut absorber plus qu'une certaine quan-
tité de nutriment.

10
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Les équilibres

Les équilibres sont les couples (S*, x*) pour lesquels les dérivées S’ et x’ sont
nulles.
e ['équilibre de lessivage :
Eo(S°,0).

e L'équilibre strictement positif. Lorsque D < limgs_, .« f(S), nous notons par
A(D) I'unique solution de I'équation f(S) = D. Sinon, on pose A = +00. Si A < S°
alors le systeme (1.2) admet un deuxieme équilibre. En effet, en 1’état stationnaire
A tel que f(A) = D, la premiere équation s’écrit

0=(s"-A)D - Dx
d’ot 'on déduit que
x* =8\

qui est bien strictement positif car A < S. Le régime permanent correspondant est
I’équilibre strictement positif :

E1(A, 8% —A).

Stabilité locale des équilibres

On sait qu'un équilibre est localement exponentiellement stable (LES) si les
valeurs propres de la matrice jacobienne en ce point sont toutes a partie réelle
strictement négative. La matrice jacobienne du systeme (1.2) en E* est égale a

=[P e
(89 f(5)-D ]

e La matrice jacobienne en Ey(S%,0) est

-D  —f(S°
e =] o |

Les deux valeurs propres sont —D et f(S°) — D. Ainsi, I'équilibre Ej est locale-
ment exponentiellement stable (LES) si et seulement si D > f(S°).

e Supposons que 1'équilibre E; existe, c’est-a-dire, A < S°. La matrice jacobienne
en E1(A,S% — 1) est

[ =D ("~ N)f(A) -D
”El)‘[ (S0 M)F (M) o}

La trace est strictement négative et le déterminant est strictement positif. Donc les
valeurs propres sont toutes les deux de partie réelle strictement négative. On en
déduit que E; est localement asymptotiquement stable : cet équilibre attire toutes
les solutions voisines. En réalité il attire toutes les solutions positives. Ces résultats
sont résumés dans le tableau suivant :

11
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| B | B
A>SY] LES | Nlexiste pas
A < SY | Instable LES

TABLE 1.1 — Les équilibres et leur nature dans le cas out f est de "type Monod".

Stabilité globale

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale des équilibres de (1.2). Soit
z = S+ x, on a vu précédemment que pour toute condition initiale positive, toutes
les trajectoires du systéme (1.2) sont bornées, et 'ensemble () est attracteur de
toutes les trajectoires. En utilisant (1.3), le systéme (1.2) est équivalent au systeme
asymptotiquement autonome (voir annexe A.12)

dx
= f(a(t) ~x) - Dlx

dont le systéme limite est

Z_’t‘ = [f(S° — x) — D]x. (1.6)
Le systtme (1.6) est défini sur l'ensemble A = {x € Ry :x < S°}. On peut
appliquer le résultat de Thieme (voir annexe A.8) et conclure que le comportement
asymptotique de la solution du systéme (1.2) est le méme que celui du systeme
réduit (1.6).
Les équilibres du systeme (1.6) sont

X0 =0 et x; =S — A.

Proposition 1.4.1
— Si A > SY, alors I'équilibre de lessivage Eq de (1.2) est globalement asymptotique-
ment stable dans I'orthant positif.
— Si A < SY, alors I'équilibre Eq de (1.2) est globalement asymptotiquement stable par
rapport aux solutions avec x(0) > 0..

Démonstration. Si A > SY, alors toute solution de (1.6) tend vers xg = 0, et si A <
S, alors toute solution de condition initiale x(0) > 0 tend vers x; = S° — A. En
appliquant le résultat de Thieme (voir annexe A.8), on déduit que si A > S°, Ej est
un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systéme (1.2), et
si A < S, E; est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour
le systeme (1.2). H

1.4.2 La fonction f n’est pas monotone

Si la fonction f est strictement croissante pour les petites valeurs de S, qu’elle
atteint son maximum pour S = S puis qu’elle décroit vers 0 pour S > S, on dit

12
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qu’il y a inhibition par le substrat. Dans ce cas ’équation f(S) = D peut avoir 0, 1
ou 2 solutions.

Nous supposons maintenant que la fonction f est de classe C! et satisfait les
conditions suivantes :

(H3) : f est définie pour S > 0 et positive.

(Hg): f(0) =0. i
(Hs) : il existe S tel que f/(S) > 0 pour tout 0 < S < S et f/(S) < 0 pour tout
S

(H6) : limg_, f(S) =0.
Cette fonction est appelée de type "Haldane"(voir Fig. 1.2(b)).
Comme exemple d’une telle fonction on a la fonction de Haldane qui est :

mS
f(8) = K+ S+ S2/K;

ou m, K et K; sont des constantes positives. Lorsque la constante d’inhibition K;
tend vers 1'infini, la fonction de Haldane tend vers la fonction de Monod. Dans le
cas ou D < f(S), 'équation f(S) = D possede deux solutions que nous notons A
et u avec A < p (voir Fig. 1.2(b)). Si D > f(S) on pose A = +c0.

Les équilibres

Comme dans le cas précédent, les équilibres sont les couples (5%, x*) pour les-
quels les dérivées sont nulles.
e ['équilibre de lessivage :
Eo(S°,0).

e Les équilibres strictement positifs. Si A < S, on a I’équilibre :

E1(A, 8% —A).
Si u < S on a de plus I'équilibre :
E1(,S° — p).

Stabilité locale des équilibres

Comme dans le cas précédent, les matrices jacobiennes pour les trois équilibres
Eoy, Eq et E1 sont données respectivement par :

-D  —f(S°
1=y i p |

[ D (" N)f(A) -D
“E”‘[ (S9-NF(A) 0 ]

et
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sy [ D= (8"~ pf () —D
JE=| el 0pg 0

La différence entre J(E;) et J(E;) est le fait que dans la premiére ona f/(A) > 0

et dans la deuxiéme f'(u) < 0, ce qui change la nature des équilibres.

On distingue trois cas :

— Si S% < A, le systéme posséde un seul équilibre : 1’équilibre de lessivage
Eo(S%,0), qui est localement exponentiellement stable (LES).

— Si A < SY <y, le systéme posséde deux équilibres : 1'équilibre de lessivage
Eo(S°,0), qui est instable, et 1'équilibre E1(A, SO — 1), qui est localement ex-
ponentiellement stable (voir Fig. 1.4(b)).

— Si u < S le systeme possede trois équilibres : I'équilibre de lessivage
Eo(S%,0), qui est localement exponentiellement stable ; '’équilibre E1(A, S? —
A), qui est localement exponentiellement stable aussi; ainsi que 1’équilibre
E1(n,S° — u), qui est instable : c’est un point selle dont les séparatrices
stables séparent le quadrant positif en deux régions qui sont les bassins d’at-
traction de chacun des équilibres Ey et E;; on dit qu’il y a bistabilité (voir
Fig. 1.4(b)).

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant :

| B | E | &
A> SO LES N’existe pas | N'existe pas
A<S"<pu| Instable LES N’existe pas
p< SO LES LES Instable

TABLE 1.2 — Les équilibres et leur nature dans le cas o f est de "type Haldane".

Diagrammes opératoires

Notre objectif maintenant est de décrire les diagrammes opératoires. Le dia-
gramme opératoire que nous considérons montre comment le modéle se com-
porte lorsque nous modifions les deux parameétres de controle D et S° dans le
systeme (1.2).

Nous avons vu que le comportement asymptotique du modele dépend des re-
lations entre S, A(D) et (D) qui sont résumées dans les Tableaux 1.1 et 1.2. Ainsi
on peut présenter les différentes possibilités de la stabilité des points d’équilibre
dans I'espace de parametres (D, S°).

Cas(a) : 1a fonction f de type Monod

Notons d’abord que la condition A(D) < S° de I'existence et stabilité de 1'équi-
libre E; dans la Proposition 1.4.1 est équivalent a D < f(S°). Soit I'; la courbe
d’équation D = f(SY). D’apres le Tableau 1.1, la courbe T; est la frontiére pour
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laquelle E; existe et LES (I’équilibre E; existe est LES en dessous de la courbe I'y,
voir Fig. 1.3) et en méme temps Ej est LES (Ey LES au-dessus de la courbe I').
Par conséquent, la courbe I'; sépare le plan opératoire (D,S°) en deux régions
distinctes, comme illustré sur la Fig. 1.3 ci-dessous, étiquetées J; et 7.

D
Iy
N - :
Conditions | Regions | Ey E;
A(D) > S0 T
AD) < SY T2 I S
T2
TABLE 1.3 — Existence et stabilité des équilibres
dans les régions du diagramme opératoire de la
S0 Fig. 1.3.

0

FIGURE 1.3 — Diagramme opératoire du
systeme (1.2) ot f de type Monod.

Cas(b) : 1a fonction f de type Haldane

N/ I3
Iy I, Conditions | Regions | Eg E; Ep
> $ T3 A(D) > &Y Ji S
AD) < 8% < él(D) > I S
TABLE 1.4 — Existence et stabilité des équilibres dans

S0 les régions du diagramme opératoire de la Fig. 1.4.

0

FIGURE 1.4 — Diagramme opératoire du
systeme (1.2) oit f de type Haldane.

Notons d’abord que la courbe d’équation D = f(S°) est simplement 1'union
des graphes des fonctions S° = A(D) et S°® = u(D). Soient Ty et I'; les courbes
d’équations S° = A(D) et S° = u(D), respectivement. Soit I'; la ligne horizontale
définie par :

Is={(D,s%:D=D,s" > 8§},
ot (8° = §,D = D) est un point maximum de la courbe de la fonction f. les
courbes I'; et I'z sont les frontieres pour lesquelles E; existe et LES (I'équilibre E;
existe est LES dans la région [/, U [J3 délimitée par ces courbes, voir Fig. 1.4) et en
méme temps Eg est LES (Eg LES dans la région J;). les courbes I'; et I'; sont les
frontieres pour lesquelles E; existe (I'équilibre E; existe dans la région [J3 délimitée
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par ces courbes, voir Fig. 1.4). Dans la région 73, le systeme présente une bi-stabilité
de E; et Ey.

1.5 Compétition dans le chemostat

Dans ce paragraphe, nous considérons n especes de micro-organismes (n > 2)
dans un chémostat, qui sont en compétition pour un seul substrat limitant pour
leur croissance. Il s’agit d'une généralisation a plusieurs espéces du modeéle (1.2)
présenté précédemment. Le modeéle s’écrit [5, 17, 18] :

B _ (D ¥ f(S)x,

dt i=1

. (1.7)
d—tl = (fi(S)—D)xl', 1207’1

ot x;(t) désigne la concentration de 1’espece i et n est le nombre d’espéces. La
fonction f;(S) représente le taux de croissance de 1’espéce i. Comme précédemment,
nous supposons, sans perte de généralité, que les coefficients de rendement -y; sont
égaux a 1.

La grande question qu’il faut se poser est que les espéces exploitant une res-
source limitante unique, peuvent-elles cohabiter ? si c’est bien le cas, on parle de
coexistence ; sinon, la plus compétitive des n especes finira a plus ou moins long
terme par éliminer les autres, on parle d’exclusion. Dans le cadre du chémostat, la
ressource est bien entendu le substrat. La notion de coexistence peut se définir en
termes de permanence. On considére maintenant deux espéces microbiennes x et
y en compétition sur un seul substrat limitant S. Le modele s’écrit :

'g.:(@—ﬂD—ﬁww—ﬁﬁw
T~ (h(s)-D)x (18)
% — (£(S)—D)y

\

Nous commengons par déterminer les points d’équilibre du systeme (1.8).

1.5.1 Cas ou les fonctions de croissance sont monotones

Nous supposons ici que les fonctions de croissance f;, i = 1,2 satisfont les
hypotheses (H1) et (H2). (page 10)
Existence des points d’équilibre

Rappelons que nous avions mentionné précédemment cette définition du seuil
de croissance.
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Définition 1.1 [15] Pour un taux de dilution D fixé, on appelle seuil de croissance A;(D)
pour l'espéce i la concentration S (si elle existe) qui vérifie f;(S) = D. S'il n’existe pas de
solution a cette équation, on pose par convention A;(D) = +oo.

Comme la fonction f; est strictement croissante pour i = 1,2, alors nous notons
par:
M(D) = fi'(D) et A(D) = f; (D).
Le systeme (1.8) admet les points d’équilibre suivants :
— L’équilibre de lessivage, Eo(S,0,0), qui existe toujours.
— L’équilibre d’extinction de y, E1(Aq, S0 — A1,0), qui existe si et seulement si
A< SO,
— L’équilibre d’extinction de x, E;(A»,0, SO — Az), qui existe si et seulement si
Ay < SO,

Stabilité locale des équilibres

Dans la suite on se propose d’étudier la stabilité locale des points d’équilibre
du systéme (1.8). Nous supposons alors que tous les points d’équilibre sont hyper-
boliques, c’est-a-dire, leur stabilité est déterminée par leur linéarisation.

e A I'équilibre de lessivage Eg, la matrice jacobienne du systéme (1.8) s’écrit

-D —fi(8°)  —fa(8%)
J(Eo))=| 0 fi(s")~D 0
0 0 f2(8°) =D

La structure triangulaire de cette matrice donne les valeurs propres sur la diago-
nale. Ainsi, I’équilibre Ej est localement exponentiellement stable si et seulement
si f1(S%) < D et f2(S°) < D; ce qui est équivalenta A; > S% et A, > SO,

e Supposons que 1'équilibre E; existe, c’est-a-dire, A < SO A I'équilibre E;, la
matrice jacobienne du systeme (1.8) est la suivante

—D—(S"-M)f{(M) =D —fo(M)
J(E1) = (8% — A1) fi (A1) 0 0
0 0 fo(M)—D

Cette matrice est décomposée par blocs, ol1 la sous-matrice 2 x 2 constituée par
les deux premieres lignes et les deux premieres colonnes correspond a celle du mo-
dele du chémostat simple pour I'équilibre de non-lessivage de 1’espéce 1, dont les
deux valeurs propres sont strictement négatives comme pour 'étude précédente.
L'autre valeur propre est f,(A1) — D. Alors, ’équilibre E; est localement exponen-
tiellement stable si et seulement si f,(A1) < D; ce qui est équivalent a A1 < Aj.

e De la méme manieére, on peut facilement vérifier que 1'équilibre E,, sous la
condition d’existence A, < S°, est localement exponentiellement stable lorsque
Ay < Aq.

Le Tableau 1.5 résume tous les résultats sur 1'existence et la stabilité locale des
équilibres de (1.8) :
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Equilibres Existence LES
Eo Toujours A > S%et Ay > SO
Eq A< SV A < A
E; Ay < SO Ay < Aq

TABLE 1.5 — Existence et stabilité locale des équilibres du systeme (1.8).

Nous avons donc établi un résultat mathématique sur 1’exclusion compétitive a
I'équilibre.

Proposition 1.5.1 [35] Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Lorsque les seuils de
croissance A;(D), i = 1,2 sont distincts, alors on a ce qui suit :
— Si Ay > S%et Ay > SO, I'équilibre de lessivage Eg est le seul équilibre du systeme
(1.8), et il est localement exponentiellement stable.
— SiA < Ay < SY alors I'équilibre Eq est localement exponentiellement stable, et les
autres équilibres sont instables.
— SiAy < Ay < SY, alors I'équilibre E, est localement exponentiellement stable, et les
autres équilibres sont instables.

Stabilité globale

Nous allons maintenant étudier la stabilité globale des équilibres de (1.8). Soit
z=S+x+y. Alors
dz

= = 0_
T D(S° —z).

Nous en déduisons alors que

z(t) = SO 4 (z(0) — $9e P! et lim z(t) = S°. (1.9)

t— 400
Ensuite, on peut écrire
z(t) < max(S8%z(0)) pourtout t>0.
Ainsi, toutes les trajectoires du systeme (1.8) sont bornées, et 'ensemble
QO={(Sxy) eR*:5S>0,x>0,y>0,S+x+y=S5"

est attracteur de toutes les trajectoires. En utilisant (1.9), le systéeme (1.8) est équi-
valent au systéme asymptotiquement autonome

B () ~x—y) - Dl

Y — lfa(e(t) ~ x ~y) ~ Dly

dont le systéme limite est
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o (" —x—y) - Dlx
dy (1.10)
= = [fa(8° =x—y) - Dly.

Le systéme (1.10) est défini sur I'ensemble A = {(x,y) € R% :x+y < S°}.
L’étude du portrait de phase de ce systeme réduit sur A montre qu’il existe seule-
ment des noeuds stables, des noeuds instables, des points selles et qu’il n’existe pas
de trajectoires joignant deux points selles (voir, par exemple, section 1.5 dans [35]).
Ainsi, nous pouvons appliquer le résultat de Thieme (voir annexe A.8) et conclure
que le comportement asymptotique de la solution du systeme (1.8) est le méme que
celui du systéme réduit (1.10).

Les équilibres du systéme (1.10) sont

Eo = (0,0), [E;=(x1,0), E»=(0,y2)

avec x; = S — A; et y» = S? — A;. Le lemme suivant montre que le systeme (1.10)
n’admet pas d’orbites périodiques a l'intérieur de A.

Lemme 1.5.1 Le systeme (1.10) n'a pas d’orbites périodiques a l'intérieur de A.

Démonstration. En faisant le changement de variable ¢, = In(x) et § = In(y), dont
les dérivées par rapport au temps sont §; = x’/x et &, = y'/y, on obtient alors le
systeme suivant :

(1.11)

{ &1 =ki1(81,82) = f1(50 — b1 — eéz) D
&h=ko(C1,82) = fo(S¥—ebt —ef2) — D.

Nous avons

X1 A% 05 95
alors d’apres le critéere de Dulac (voir 'annexe A.4), on déduit que le systéme (1.11)
n’a pas de trajectoires périodiques. Par conséquent (1.10) n’a pas d’orbites pério-
diques dans A. O

Supposons maintenant que A; est le plus petit seuil de croissance et que celui-ci
est inférieur a S° pour assurer I’existence de 1’équilibre E;. Nous allons montrer le
résultat global suivant :

Proposition 1.5.2 [35] Si Ay < min(S°, A,), alors I'équilibre E1 du systeéme (1.2) existe
et est globalement asymptotiquement stable par rapport aux solutions avec x(0) > 0.

Démonstration. les conditions d’existence et de stabilité de E,, [E; et [E, sont
celles de Ey, E; et Ep, respectivement, données dans le tableau 1.5. Ainsi, si
AM < min(SO, Ay), alors d’apres le tableau 1.5, les équilibres g et E; sont instables,
I’équilibre [E; est LES. Pour prouver la proposition, il reste seulement a montrer
que c’est un attracteur global.
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On a x +y < max(S% x(0) + y(0)) pour tout (x,y) € RZ%. Alors, pour toute
condition initiale positive, les solutions du systéme (1.11) sont positivement bornées
et par suite les ensembles w-limites sont des compacts non vides. En utilisant le
théoreme de Poincaré-Bendixson (voir l'annexe A.4), ces ensembles limites sont
soit des points d’équilibre, soit des orbites périodiques, soit des polycycles. Nous
montrons maintenant que I’ensemble w-limite (que nous convenons de noter ici w)
ne peut contenir aucun point de I’axe x = 0. la variété stable de [Ej est 1'origine
(0,0) si E; existe ou 'axe des y si E, n’existe pas. Si [E, existe, sa variété stable est
’axe des y. Puisque la condition initiale de la solution (x(t),y(t)) n’appartient a
aucune de ces variétés stables, alors w ne peut étre 1'un des deux équilibres E et
[E>. De plus w ne peut contenir aucun de ces points d’équilibre d’apres le Théoreme
de Butler-McGehee [11, Lemma A1]. Maintenant, si w contient un point de 1’axe
x = 0 alors, par l'invariance de w, il doit contenir 1'un des équilibres IEy ou E,
ou une trajectoire non bornée. Comme aucune de ces alternatives n’est possible,
alors w ne peut contenir aucun point de 'axe x = 0. §'il ne contient pas le point
[E; alors, d’apres le théoréme de Poincaré-Bendixson, les solutions convergent vers
un cycle, et d’apres le lemme A.4, on ne peut pas avoir dans 'ensemble w une
orbite périodique. Par conséquent, il contient le point [E;, et comme [E; est LES
alors w = {EE;}. Finalement, en appliquant le résultat de Thieme (voir annexe A.8)
on conclut que E; est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable
pour le systeme (1.2); ce qui achéve la preuve de la proposition. O

Diagramme opératoire

Comme nous l'avons mentionné précédemment, nous considérons le dia-
gramme opératoire qui résume les différentes possibilités d’existence et stabilité
des équilibres dans le plan opératoire (D, S”). Nous supposons que les fonctions
de croissance f;, i = 1,2 satisfont les hypotheses (H1),(H2). (page 10)

Pour chaque i = 1,2, la condition A;(D) < S° de I'existence de 1’équilibre E;
dans la Proposition 1.5.1 est équivalent a D < f;(S%) et la condition A{(D) < A(D)
de la stabilité de 1'équilibre E; est équivalent a f; (D) < f, }(D).

Soit T et I'; les courbes des équations S° = A{(D) et S® = A,(D), respective-
ment. Soit I'; la droite d’équation A1(D) = A,(D).

Sur la Fig. 1.5, on définit trois régions :

e Dans la région 73, I'équilibre de lessivage Ej est le seul équilibre du systeme
puisque 'on a f1(SY) < D et f2(S°) < D. De plus, cet équilibre est LES.

e Dans la région [J> U J3, E est le seul équilibre LES puisqu’on a A»(D) < A1(D)
et lorsque E; existe, il est instable.

e Dans la région J, U J5, E1 est le seul équilibre LES puisqu’ona A1 (D) < Ay(D)

Le Tableau 1.6 montre 1'existence et la stabilité des équilibres Ey, E; et E; dans
les régions du diagramme opératoire de la Fig. 1.5.
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1.6—D rz

14 Regions | Ey E1 E»

12 k71 jl S

N J2 Iy T2 I S

T3 I I S

0.8 j3 F3 j f I g
0.6 j 5 I S
s T4 TABLE 1.6 — Existence et stabilité des équi-
021 libres dans les régions du diagramme opéra-
. S0 toire de la Fig. 1.5.

T T T 1
0 0.05 0.10 0.15 0.20

FIGURE 1.5 — Diagramme opératoire du systéeme
(1.8) oit les fonctions f1 et fo sont monotones.

1.5.2 Cas ou les fonctions de croissance ne sont pas monotones

Nous étudions le modele (1.8) en prenant en considération des fonctions de
croissance plus générales. Nous considérons ainsi des taux de croissance non mo-
notones qui sont strictement croissantes puis strictement décroissantes. Plus préci-
sément, on suppose que les taux de croissance f;, i = 1,2 satisfont les hypotheéses

(H3),(Hg) ,(Hs) et (H6). (page 13)

Existence des points d’équilibre

Les équilibres du systeme sont donc I'équilibre de lessivage E et les équilibres
pour lesquels f;(S*) = D. Maintenant, il existe deux fagons d’obtenir 1'égalité
£i(S*) = D : les équilibres E; lorsque A; < S et les équilibres E; ou les variables S;
et x; sont u; et SY — u;, lorsque u; < SY.

Ainsi, le systeme (1.8) admet les points d’équilibre suivants :

— L’équilibre de lessivage, Eq(S°,0,0), qui existe toujours.

— L’équilibre, E1 (A4, SO — 74,0 ), qui existe si et seulement si A1 < SO,

— Lréquilibre, Eq(p1,S° — 41,0), qui existe si et seulement si 1 < S°.

— Lréquilibre, E»(A2,0,5° — A3), qui existe si et seulement si A, < S°.

— Léquilibre, Ex(p2,0,5° — uy), qui existe si et seulement si pp < S°.

Stabilité locale des équilibres

La stabilité locale des points d’équilibre Ey, E; et E; est la méme que celle de
la section précédente. Dans la suite, nous étudions la stabilité locale des points
d’équilibre Eq(p1,S° — 11,0) et Ex(u2,0,5° — pp) lorsqu’ils existent, dans le cas ot
les taux de croissance f; ne sont pas monotones. L'étude de la stabilité locale de E,
est la méme que celle de E;. La matrice jacobienne en E; est donnée par :
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—D—(S"—u)f{(u1) =D  —falp1)
J(E1) = (8% — ) f1 (1) 0 0
0 0 fo(u1)—D

Comme f(p1) < 0, alors —(S° — p1) f{ (1) est une valeur propre strictement posi-

tive. Ainsi I'équilibre E; (lorsqu’il existe) ne peut étre stable. La stabilité locale des
équilibres du systéme (1.8) est donnée par le résultat suivant.

Proposition 1.5.3 [15] Supposons que (H3), (H4), (Hs) et (H6) sont satisfaites. Lorsque
les valeurs A1(D) ou py(D) ne coincident pas avec les valeurs Ay(D) ou uo(D) ou S°,
alorson a :
— Si f1(S%) < Det £,(S°) < D, alors I'équilibre de lessivage Eq est LES.
— L’équilibre Eq (lorsqu’il existe) est LES si et seulement si (A1) < D, c’est-a-dire
A < Apyou A > Ha.
— L’équilibre E, (lorsqu’il existe) est LES si et seulement si f1(Ay) < D, c’est-a-dire
Ay < Aqou Ay > .
— Les équilibres Eq et E lorsqu’ils existent, sont toujours instables.

Remarquons que l'équilibre E; est stable lorsque Ay > pj. On retrouve ainsi
que l’équilibre E; correspondant au plus petit lambda (A; < Aj) est stable. Mais,
contrairement au cas ot les fonctions f; sont monotones, il y a possibilité d’obtenir
la stabilité des deux équilibres E; et E; lorsque Ay €], ji1[. Cette situation revient
a exiger que l'union |Aq, y1[U]A2, ya| ne soit pas un intervalle mais une union de
deux intervalles disjoints (voir Fig. 1.6(b)).

(a) (b)
pl L /N & N LR
A f L s
)Lll )Itz lull > S° )\Il ]“;1 I/\z ]4'2 s

FIGURE 1.6 — Exemple oil les intervalles |A1, u1] et |Ao, po| peuvent (a) : ne pas étre disjoints;
(b) : étre disjoints.

Nous avons, de fagons analogue au cas des fonctions monotones, la proposition
suivante.

Proposition 1.5.4 [15] Soit I'ensemble
¢(8°, D) =]A1, 1 [U] A2, 12[N]0, S°1.

— L'équilibre de lessivage Eq est LES lorsque S° ¢ &(S°, D).

22



Chapitre 1. La compétition dans le chémostat

— Lorsque &(S°, D) est non vide et s'écrit comme union de deux intervalles disjoints :
(8%, D) =]Ay, min(p, S°)[U) A2, min (o, S°)],

alors le systeme (1.8) admet deux équilibres E; et Ey, qui sont LES.
— Lorsque &(S°, D) est non vide et s’écrit sous forme d'un seul intervalle :

(8%, D) =|A;, min(u;, SO, i=1,2
alors le systeme (1.8) admet I'équilibres E;, qui est LES.

Notons que lorsque le systeme admet plusieurs équilibres stables, 1'équilibre
atteint par les trajectoires du systéme dépend de la condition initiale.

Comme précédemment, nous considérons le diagramme opératoire qui résume
l'existence et la stabilité des équilibres dans le plan opératoire (D,S%). Sur la
Fig. 1.7, on définit trois régions :

e Dans la région 71, I'équilibre de lessivage Ey est le seul équilibre du systeme
puisque 'on a f1(S%) < D et £2(S°) < D. De plus, cet équilibre est LES.
e Dans la région 7, E est le seul équilibre LES puisqu’on a f1(A2(D)) < D.
e Dans la région J, U J5 U Jg, E; est le seul équilibre LES puisqu’ona A1 (D) <
A2(D).
e Dans la région 73, les équilibres E; et E; sont LES puisque 'on a A(D) <
A2(D) et Ap(D) > p1(D). Il y a donc bistabilité.
e Dans la région 77, les équilibres Ej et E; sont LES. Il y a donc bistabilité avec
deux bassins d’attraction.
Le Tableau 1.7 montre 1'existence et la stabilité des équilibres Ey, E; et E; dans les
régions du diagramme opératoire de la Fig. 1.7.

D f2 Regions H Ey E; E; E

jl jZ jl

J7 I g;

S
I
I
j 6 j4 I
I
I
S

[a—
— = N N

Ju s

J
55 f 7

(VAU IVAINV))]

I

SO TaBLE 1.7 — Existence et stabilité des équi-
libres dans les régions du diagramme opéra-

FIGURE 1.7 — Diagramme opératoire du systéme " i
toire de la Fig. 1.7.

(1.8) oit la fonction fi est non monotone.
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LA COMPETITION DANS LE CHEMOSTAT
AVEC INHIBITEUR EXTERNE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’analyse d'un modéle mathématique
pour la compétition, dans un chémostat, entre deux especes microbiennes pour un
seul substrat en présence d'un inhibiteur externe de 1'une des deux especes. Ce
modede, proposé a 'origine dans [25], s’écrit

s — (s0— S)D—f(r))fl(s)%_ﬁ(s)%

x' = [f(p)fi(S) — D]x (2.1)
y = [f2(S)—Dly
P = (p"—p)D-g(p)y

avec S(0) > 0, x(0) > 0, y(0) > 0 et p(0) > 0. Ici S(¢t) désigne la concentration
du substrat a l'instant ¢ (nutriment), x(t) et y(¢) sont les concentrations des com-
pétiteurs et p(t) est la concentration de I'inhibiteur. S° > 0 est la concentration du
substrat a I’entrée du chémostat, p° > 0 est la concentration d’entrée de I'inhibiteur
et D > 0 est le taux de dilution dans le chémostat. Les constantes 7;, i = 1,2, sont
les coefficients de rendement. La quantité f(p) représente le degré d’inhibition de
p sur le taux de croissance de x. Les fonctions f;, i = 1,2, appelées aussi fonctions
de réponse, représentent les taux de croissance des compétiteurs et la fonction g
représente le taux d’absorption de I'inhibiteur par rapport a y.

Ce modele a été étudié par Hsu et Waltman [21] dans le cas ou f(p) = e /7,
p > 0, et les fonctions f;, i = 1,2, et g sont de type de Monod ; c’est-a-dire pour
Sp=>0,

- m;S . - op
ﬁ(s)—mr 1=1,2, et 8(P)——K+pr

ouu, m;, Kj, i =1,2, 6 et K sont des parametres constants positifs.

Ici, a I'exception des trois parameétres opératoires (ou de contrdle) variables,
qui sont la concentration d’entrée de linhibiteur p°, le taux de dilution D et la
concentration du substrat entrant SY, tous les autres parametres sont des para-
metres biologiques qui dépendent des organismes, des substrats et de I'inhibiteur
considéré.

(2.2)
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Dans ce travail, nous considérons le modéle général (2.1) sans nous restreindre
au cas particulier ou f(p) = e 7 et les fonctions de croissance f; sont de Monod et
ou le taux d’absorption de I'inhibiteur ¢ est donné par (2.2). Nous considérons des
fonctions plus générales. Nous supposons seulement que les fonctions f, f;, i = 1,2
et ¢ dans le systéme (2.1) sont de classe C! et satisfont les conditions suivantes :

H1): f(0) =1, f(p) >0et f'(p) <0 pour tout p > 0.

(H2) : Pour chaque i =1,2, f;(0) = 0 et f/(S) > 0 pour tout S > 0.

(H3): ¢(0) =0et g (p) > 0 pour tout p > 0.

Afin de réduire le nombre de parameétres, on pose :
S x y

— _ _ p _
5= g S0y YT G0, P p’ t b @3)

puis, on définit les fonctions f;(S), g(7) et f(p) par

f @) =f(r'p) g(ﬁ)z%g (7). F:(5) =25 (%), i=12 @a)

Notons également que f, g et f,, i = 1,2, satisfont les hypotheses (H1), (H2) et
(H3). Avec les nouvelles variables et fonctions, et sans risque de confusion nous
omettons la notation avec les barres, le systéme (2.1) s’écrit alors

§ = 1-5S—f(p)fi(S)x— fa(S)y

X' = [f(p)fi(S) —1]x (2.5)
y = [fa(S) -1y '
P = 1-p—g(ply

ou f, g et f;, i = 1,2, satisfont les hypotheses (H1), (H2) et (H3). C’est le systeme
que nous allons analyser ici. Nous montrons le résultat suivant :

Proposition 2.1.1 Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (2.5) restent posi-
tives et bornées pour tout t > 0. De plus, I’ensemble compact

Q= {(S/x/y,]ﬂ) EIR%'_ZO <p<1,S+x+y= 1}
est positivement invariant et est un attracteur global de toute solution de (2.5).

Démonstration. Des que S(t) s’annule, on a S'(t) =1 > 0, alors S(t) > 0, pour tout
t. Soit p(0) > 0. Des qu'il existe un premier instant ty > 0 tel que p(fp) = 0, nous
obtenons p’(tgp) = 1 > 0. D’out p(t) > 0 pour tout ¢. Notons aussi que dans (2.5)
’équation régissant I’évolution de p implique qu'on a p(t) < 1 pour tout t > 0.
D’autre part, pour toute condition initiale x(typ) > 0, deés qu’il existe un premier
instant t; tel que x(t;) = 0, nous avons x'(t;) = 0, c’est-a-dire que x(t) reste
identiquement nulle, ce qui prouve la positivité de x. De la méme maniere on
montre la positivité de y.

Pour montrer que toutes les solutions sont bornées, nous considérons la quan-
tité : . = S+ x + y. Nous avons ¥’ = 1 — X. Nous en déduisons alors que

(t) =1+ (Z(0)—1)e™" et  limXZ(t) =1.

t—o0
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Ensuite, on a
Y(f) <max(X(0),1) et p(t) <1 pourtout t>0.

Ainsi, toutes les trajectoires du systeme (2.5) sont bornées, et I'ensemble () est
positivement invariant et est un attracteur de toutes les trajectoires. [

2.2 Existence des équilibres

On conviendra dans la suite des conditions et notations suivantes : les fonctions
f, fi,i = 1,2, et g dans (2.5), vérifient les conditions (H1), (H2) et (H3). Si les
équations f1(S) = 1, f2(S) = 1 et f1(S) = 1/f(1) admettent des solutions, elles
sont uniques et nous définissons alors les seuils de croissance comme suit :

_ _ _ 1
M= f 11), A= f 11), At = fi 1 (_) ) (2.6)
f(1)
Sinon, on pose : A1 = 400, Ay = +00 et AT = 4o00. Nous définissons la fonction W
par
W(p) = 1=p our p €]0,1]
s(p) P o

En utilisant (H3), pour tout p €]0,1[ nous avons W(p) > 0,

W (p) = — L _(1=pgi(p) <0, pourp€]0,1],

g(p) g2(p)

et lim,_,o W(p) = +oo. Par conséquent, lorsque Ay < 1, I'équation W(p) =1 — A,
admet une unique solution, que nous notons p* :

W(p*) =1—-A,. (2.7)

Nous avons 0 < p* < 1, voir Fig. 2.1(b).

Si I’équation f1(S) = 1/f(p*) admet une solution, elle est unique et alors on

o A=t (J%) . (2.8)

Sinon, on pose A~ = +-o0. Puisque f est strictement décroissante on a 0 < f(1) <
f(p*) < 1. Par conséquent 1/f(1) > 1/f(p*) et, puisque f; est strictement crois-
sante, les nombres Ay, AT et A~ sont liés comme suit, voir Fig. 2.1(a) :

M <A < AT (2.9)
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(a) f (b)
1
fO [T ;
1 i
e [ | . h
S R i S
AT
B p
0 M A A oA ° 0 p 1

FIGURE 2.1 — Graphiques illustratifs des fonctions (a) : f1 et fo et définitions des seuils de croissance
A, A7, At et Ay; (b) : W avec l'unique solution positive p* de I'équation W(p) = 1 — Ay, lorsque
Ay < 1.

2.2.1 Existence des points d’équilibre
L'existence des équilibres du systeéme (2.5) est décrite par le résultat suivant :

Proposition 2.2.1 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Le systeme (2.5)
admet les points d’équilibre suivants :
— L’équilibre de lessivage, Eg(1,0,0,1), qui existe toujours.
— L'équilibre d’extinction de y, Ey(A*,1 — AT,0,1), qui existe si et seulement si
AT < 1avec AT donné par (2.6).
— L’équilibre d’extinction de x, Ex(A2,0,1 — Ay, p*), qui existe si et seulement si
Ay < 1 avec Ay et p* donnés par (2.6) et (2.7), respectivement.
— L’équilibre de coexistence E.(Ay, X, Yc, Pc), avec Ay donné par (2.6) et pe, y. et x.
donnés par

1
pe=f" (fl(/\2)> , Ye=W(pe), xe=1-2A—y. (2.10)

Cet équilibre existe si et seulement si Ay < Tet A~ < Ay < AT, avec AT et A~
donnés par (2.6) et (2.8), respectivement.

Démonstration. Les équilibres du systeme (2.5) sont donnés par les solutions des

équations
1=5=f(p)f(S)x + fa(S)y

x=0 ou f(p)fi(5)=1
y=0 ou S=Ap

0=1-p—g(py.
1. Six = y = 0, alors de la premiere équation de (2.11), nous déduisons que
S =1, et de la quatrieme équation on a p = 1. C’est 1’équilibre de lessivage

(2.11)

Eo(1,0,0,1).

Cet équilibre existe toujours.
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2. Siy = 0et x > 0, alors de la quatrieme équation, on obtient p = 1, et de la
deuxiéme équation, nous déduisons que S = AT, et de la premiére équation
onax=1—AT.Clest I’équilibre d’extinction de vy,

E1(AT,1—A%,0,1).

Cet équilibre existe si et seulement si x =1 — AT > 0, c’est-a-dire AT < 1.

3. Six = 0ety > 0, alors de la troisieme équation, on obtient S = A, et de
la premiére équation, nous déduisons que y = 1 — A;, et de la quatrieme
équation de (2.11), nous obtenons W(p) = 1 — Ay, c’est-a-dire p = p*. Cest
’équilibre d’extinction de x,

Ez()\z,o,l — )\2, p*)

Cet équilibre existe si et seulement siy =1 — Ay > 0, c’est-a-dire A, < 1.

4. Six > 0ety >0, alors de la troisieme équation de (2.11), nous obtenons
Sc = As. (2.12)

En remplacant S par A; dans la seconde équation de (2.11) on déduit

=) @3

qui est unique par la monotonicité de la fonction f. De plus, on peut résoudre
la derniere équation de (2.11) en y pour obtenir

1—
V=l = Wipe) (2.14)
De la premiére équation de (2.11)) nous avons la relation

xe=1—2A—ye.. (2.15)

Par conséquent, un équilibre strictement positif E.(Sc, X, Yc, pc) du systeme
(2.5), s’il existe, est unique.

Nous étudions maintenant les conditions d’existence de 1’équilibre strictement po-
sitif E.. Nous notons d’abord que

Xe+Ye=1-2 >0 A <1 (2.16)

De plus, nous avons y. > 0 si et seulement si 0 < p, < 1. Comme la fonction f est
décroissante, et f(0) = 1, nous avons

0<p.<1l<= f(1) < f(pc) < 1. (2.17)

Maintenant, par (2.6) et (2.13) nous avons

fO=goey fP =70y 1= ay
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Par conséquent, en utilisant le fait que la fonction f; est croissante, on obtient a
partir de (2.13) et (2.17)

Ye>0=0<p. <1< fi(A) < 1(A2) < fi(AT) &= A < Ay < AT, (2.18)

D’autre part, en utilisant (2.15), (2.14), (2.7), (2.13) et (2.8) nous avons, respective-
ment

1 1
Xe=1—-Ar—y., W =Y, W(p*) =1- Ay, =_——etf(p*) = .
c 2~ Ye (pc) Ye (p ) 2 f(pC) fl()\Z) f(p ) fl()\i)
Par conséquent, en utilisant le fait que les fonction W et f sont strictement décrois-
santes, et f1 est strictement croissante, nous avons

>0 <= ye<1—»X\ — W(p:) < W(p*)

= pc>p° = f(pc) < f(p*) (2.19)
<~ fl()\z) > fl()\_) < )\2 > AT,

Finalement de (2.18), (2.19) et (2.9) on déduit que 1’équilibre strictement positif E.
existe si et seulementsi Ay < letA™ < Ay < AT. O

2.3 Stabilité asymptotique locale des équilibres

Dans la suite, on se propose d’étudier la stabilité asymptotique locale des points
d’équilibre du systeme (2.5). Nous supposons alors que tous les points d’équilibre
sont hyperboliques, c’est-a-dire, que leur stabilité est déterminée par linéarisation.

Pour l'étude de la stabilité des équilibres, il est commode d’utiliser le change-
ment de variable

X=1-S—x—uy.

Dans le systeme (2.5), et comme X' = —X, alors le systéme (2.5) est équivalent a un
systeme en cascade

¥ = %
¥ o= [f(phl-Z—x—y)—1x (2.20)
Y = [h(1-Z—x—y) -1y '

p' = 1-p—g(py

La matrice jacobienne associée au linéarisé de (2.20) évaluée en un point d’équilibre
E* = (0,x*,y*, p*) prend la forme triangulaire :

-1 0
=[]
oll M est la matrice carrée suivante
myi1 Mz M3
M= | my; my 0O , (2.21)
0 mzp msz3

30



Chapitre 2. La compétition dans le chémostat avec inhibiteur externe

avec
mi = f(p*) il —x" —y") =1 =x"f(p") i(1 = x" —y"),
mip = —x"f(p )il =x"—y"), miz=x"f(p") (1 —x"—y"),
my ==y forl—x"=y"), mp=hH1-x"=y) 1=y H{1-x"—y"),
myp = —g(p*), ms=-1-yg(p").

Par conséquent, les valeurs propres de | sont —1, ainsi que les valeurs propres de
la matrice M. Donc le point d’équilibre E* est localement exponentiellement stable
(LES) si et seulement si les valeurs propres de M sont a partie réelle strictement
négative.

La stabilité locale des équilibres du systéme (2.5) est donnée par les deux
lemmes suivants.

Lemme 2.3.1
— Eg est LES si et seulement si AT > 1 et A, > 1. Dans ce cas E; et Eo n'existent
pas.
— Si Eq existe, alors il est LES si et seulement si AT < As.
— Si E; existe, alors il est LES si et seulement si Ay < A™.

Démonstration.
e A l'équilibre Ey, la matrice M définie par (2.21) est donnée par

fMAM) =1 0 0

My = 0 H(1)—1 0
0 —-¢(1) -1

Les valeurs propres de My sont —1, f(1)f1(1) — 1 et f>(1) — 1. Ainsi, 1’équi-
libre Ey est localement exponentiellement stable si et seulement si f(1)f1(1) < 1 et
f2(1) < 1; ce qui est équivalenta AT > 1et Ay > 1.

e Supposons que 1'équilibre E; existe, c’est-a-dire AT < 1. A 1’équilibre Ey, la
matrice M définie par (2.21) s’écrit

0 AT -1 0
0 —g(1) -1

Les valeurs propres de M; sont : —1, —(1 —AT)f(1)f{(AT) < 0 et fo(A") —
1. Alors, I'équilibre E; est localement exponentiellement stable si et seulement si
f2(AT) < 1; ce qui est équivalent a AT < A,.

e Supposons que l'équilibre E, existe, c’est-a-dire Ay < 1. A I'équilibre Ej, la
matrice M définie par (2.21) est comme suit

{ —(1=AT)fF)fAAT) 0 (1=AT)f (MANRT) ]
M = :

[ f(p*)fi(r2) —1 0 0 ]
My = | —(1-1)f5(A2) —(1—A2)f5(A2) 0 :
0 —g(p*) —1—(1-A2)g'(p*)
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Les valeurs propres de My sont : f(p*)fi(Ad2) =1, —(1 — A2)f5(A2) < 0et —1 —
(1—A2)¢'(p*) < 0. Alors, ’équilibre E; est localement exponentiellement stable si
et seulement si f(p*)f1(A2) < 1; ce qui est équivalenta Ay < A™. O

Par la Proposition 2.2.1 et le Lemme 2.3.1, on obtient facilement le résultat sui-
vant.

Proposition 2.3.1 L’équilibre strictement positif E. existe si et seulement si Ej existe et
est instable, et si Eq existe, il est aussi instable.

La stabilité locale de I'équilibre positif E; est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.3.2 Supposons que l'équilibre strictement positif E. du systéme (2.5) existe.
Alors il est LES si et seulement si

(A+B)(A+B+C)C > BEF, (2.22)

aovec

A= f(p)fi(A2)xe,  B=fi(A2)ye,  C=14g¢"(pc)ye, (2.23)
E = g(pc), F = —f"(pc) f1(A2)xc. '

Démonstration. A 1'équilibre strictement positif E., la matrice M définie par (2.21)
prend la forme :

—-A —A —F
M;=| -B —-B 0
0 —-E -C

avec A, B, C, E et F donnés par (2.23). Il est clairque A >0,B >0,C>0,E > 0et
F > 0. Le polyndme caractéristique de M, s’écrit :

A4+ BA2+BA+B;=0

avec B = A+ B+C, Bp = C(A+ B), et B3 = BEF. Puisque B; > 0, B, > 0, et
Bz > 0, alors d’apreés le critere de Routh-Hurwitz on a : E. est localement exponen-
tiellement stable si et seulement si B;B, > Bj, c’est-a-dire (2.22) satisfaite. ]

Le Tableau suivant résume tous les résultats sur 1'existence et la stabilité asymp-
totique locale des équilibres de (2.5).

Equilibres Existence L.E.S

Eo = (1,0,0,1) Toujours AT >TetAy, >1
Elz()\+,1—)L+,0,1) At <1 AT < Ay

E, = ()&2,0,1—)\2,}7*) Ay <1 Ay <A™

Ec. = (A2, Xc, Ve, Pe) AT <Ay < AT (A+B)(A+B+C)C > BEF

TABLE 2.1 — Existence et stabilité asymptotique locale des équilibres du systeme (2.5).
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2.4 Stabilité asymptotique globale

Dans cette partie nous discutons les résultats de [21, 23, 35] sur la stabilité
asymptotique globale des équilibres de (2.5) dans le cas ou les fonctions f, g et f1,
f2 satisfont, respectivement, les hypotheses (H1), (H2) et (H3).

Soit (X(t), x(t),y(t), p(t)) une solution de (2.20). On a lim;_, o X(t) = 0. Par
conséquent, moyennant la théorie des systemes asymptotiquement autonomes [36],
il suffit de faire I’étude du systéme limite

X = [f(p)hl—x—y)-1]x
y = [(l-x—-y) -1y (2.24)
p= 1-p—g(py.

Ce systéme admet
IEO = (O/ 011)/ IEl = (1 - A—’_l 0/1)/ 1E2 = (011 - /\2/ p*)/ IE’C = (xC/yC/ pC)

comme équilibres, avec A1, Ay, p*, pe, yc et x. donnés par (2.6), (2.7), (2.13), (2.14)
et (2.15), respectivement.

2.4.1 Stabilité asymptotique globale des équilibres de bord

Le résultats suivants fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles [Ey,
E; et [Ep, lorsqu’ils existent, sont globalement asymptotiquement stables.

Proposition 2.4.1 Si AT > 1et Ay > 1, alors I'équilibre g est globalement asymptoti-
quement stable pour le systéme (2.24).

Démonstration. Supposons que AT > 1 et A, > 1. De la deuxiéme équation du sys-
teme (2.24), nous avons i’ < y[f>(1 — y) — 1]. D’apres le théoréeme de comparaison
de base (voir [35], Annexe B), on obtient lim;_,« y(t) = 0. Ainsi, le systeme (2.24)
est asymptotiquement autonome de systéme limite suivant :

{x’ = [f(p)fil—x)—1]x (2.25)

pro=1-p
pour lequel on peut facilement vérifier que (0,1) est un équilibre globalement
asymptotiquement stable. Notons que le systéme (2.25) est compétitif et que ses
équilibres sont hyperboliques et donc sont isolés. Ainsi, toute solution de (2.25)
converge vers un équilibre et alors il n’y a pas d’orbite périodiques (En fait, un sys-
téme compétitive bidimensionnel ne peut pas avoir d’orbites périodiques) ou de
polycycles. Le résultat désiré est alors obtenu en utilisant le théoréeme de Thieme
(voir annexe A.8) O

Proposition 2.4.2 Si AT < 1et AT < Ay, alors I'équilibre Iy du systéme (2.24) existe et
est globalement asymptotiquement stable par rapport aux solutions avec x(0) > 0.

Démonstration. Les conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de [E; sont
celles de E;, données dans le tableau 2.1. Ainsi, [E; existe si et seulement si AT < 1.
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Supposons que AT < A, < 1. Puisque p < 1, a partir des deux premiéres
équations du systeme (2.24), il en résulte que

{x’ > [f(M)AQ—x—y)—1]x (2.26)
y < [p(l-x—y) -1y .

On considere le modele suivant du chémostat standard associé a (2.26)

u' = [f()AQ—u—0)—1u
{U/ = [fz(l—lu—v)—l]v. (2.27)

Soit (u,v) la solution du systeme (2.27) satisfaisant #(0) = x(0) et v(0) = y(0).
Ona
limu(t) =1-A" et limo(t)=0.

t—o0 t—o0

D’apres le théoréeme de comparaison (voir [35], Annexe B), il résulte que x(t) >
u(t) et y(t) < o(t). Par conséquent, lim;, y(f) = 0. Ainsi, le systéme (2.24) est
asymptotiquement autonome de systéme limite (2.25), pour lequel (1 —A™,1) est
un équilibre globalement asymptotiquement stable par rapport aux solutions avec
x(0) > 0. Le reste de la démonstration se fait comme pour la Proposition 2.4.1. [

Proposition 2.4.3 Si Ay < 1let Ay < A™, alors I'équilibre E, du systeme (2.24) existe et
est globalement asymptotiquement stable par rapport aux solutions avec y(0) > 0.

Démonstration. Les conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de [E; sont
celles de E;, données dans le tableau 2.1. Ainsi, [E; existe si et seulement si A, < 1.
Supposons que A, < 1 et Ay < A7, de la deuxiéeme équation du systeme (2.24),
nous avons ¥’ < y(f2(1 —y) —1). Par le théoreme de comparaison [35], il résulte
que, pour y(0) > 0,
limsupy(t) <1— A, (2.28)
t—o00
Ainsi, pour tout € > 0, il existe Ty > 0 tel que y(t) < 1— Ay + € pour tout + > Tj.
De la troisieme équation de (2.24), nous déduisons que

pre1l-p-gp)l-2rr+e)
D’apres le théoreme de comparaison de base (voir [35], Annexe B), il résulte que
. S
liminfp(t) > pe,

ot p} est la racine de I'équation W(p) = 1 — A, + ¢, et, par conséquent, il existe
T, > T tel que p(t) > pk — € pour tout t > T,. Nous avons donc

{X’ < [fil—x—y)f(pé—e)—1]x
y > [(l-x—y)—1]y.

Puisque Ay <A™ = f 1 ( et lim,_,o p; = p*, alors il existe € > 0 tel que

1
)
<5 (o)
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De nouveau, par le théoreme de comparaison, il vient lim; e x(t) = 0 et
liminf; e y(t) > 1 — Ay. La derniere inégalité combinée avec (2.28) implique que
lim¢ 0 y(f) = 1 — Ap. Ainsi, le systéme (2.24) est asymptotiquement autonome de
limite équation

pr=1-pr-gp-2)
D’oti nous en déduisons que lim;_« p(t) = p*. Alors, le résultat désiré est obtenu
en utilisant le Corollaire 4.3 dans [36]. O

Par l'utilisation des Propositions 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3 et la théorie des systémes
asymptotiquement autonomes nous obtenons le résultat suivant sur la stabilité
asymptotiquement globale des équilibres Ey, E; et E; du systeme (2.5).

Théoréme 2.1
1. Si AT > Tet Ay > 1, alors I'équilibre E est globalement asymptotiquement stable
pour le systéme (2.5).
2. SiAT < Tlet AT < Ay, alors I'équilibre E1 du systéme (2.5) existe et est globalement
asymptotiqguement stable par rapport aux solutions avec x(0) > 0.
3. Sidy < S%et Ay < A, alors I'équilibre E; du systeme (2.5) existe et est globale-
ment asymptotiquement stable par rapport aux solutions avec y(0) > 0.

2.4.2 Stabilité globale de I’équilibre strictement positif

Comme il est montré dans le Tableau 2.1, lorsque A~ < Ay < AT, I’équilibre
strictement positif E. existe. Dans ce cas, les équilibres Ey et E, existent et sont
instables, et Eq, s’il existe, est aussi instable. Maintenant, on va montrer que 'en-
semble w-limite de chaque solution du systeme (2.5) pour laquelle x(0) > 0 et
y(0) > 0 se trouve a une distance positive de la frontiere de R?..

Théoreéme 2.2 Supposons que I'équilibre positif E. existe et soit (S(t),x(t),y(t), p(t))
une solution du systeme (2.5) avec x(0) > 0 et y(0) > 0. Alors

liminfx(t) >0 et liminfy(t) > 0.

t—o0 t—ro0

L’ensemble w-limite de chaque solution du systeme (2.5), avec x(0) > 0 et y(0) > 0, se
trouve a l'intérieur du cone positif.

Démonstration. Nous considérons les deux sous-espaces invariants donnés par y =
0 et x = 0. Dans I’ensemble y = 0, le systeme (2.5) devient

§ = 1-S—f(p(S)x
X = [f(p)fi(S) - 1x

/

po=1-p
pour lequel on peut facilement vérifier que, si A < 1, alors

lim (S(t), x(t), p(t)) = (AT,1—AT,1).

t—o0
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De la méme maniére, dans I’ensemble x = 0, si A, < 1, on obtient que

lim (5(2),y(£), p(t)) = (A2, 1= Az, p").

t—ro00
I a été noté ci-dessus que, si I'équilibre positif E. existe, Eg, E; et E; sont instables.
Dans ce cas, la variété stable de Ej est I’ensemble bidimensionnel (S, 0,0, p) si E;
existe ou I'ensemble tridimensionnel y = 0 si E; n’existe pas. Si E; existe, sa variété
stable est I'ensemble tridimensionnel y = 0 moins le plan (S,0,0,p). La variété
stable de E; est ’ensemble tridimensionnel x = 0 moins le plan (S, 0,0, p). Puisque
la condition initiale de la solution (S(t),x(t),y(t), p(t)) n’appartient a aucune de
ces variétés stables, alors son ensemble w-limite (que nous convenons de noter ici
w) ne peut étre I'un des trois équilibres Ey, E; et E;. De plus w ne peut contenir au-
cun de ces points d’équilibre d’aprés le Théoréme de Butler- McGehee [11, Lemma
A1]. Maintenant, si w contient un point de la frontiere de R% alors, par I'invariance
de w, il doit contenir l'un des équilibres Ey, E; ou E; ou une trajectoire illimitée.
Comme aucune de ces alternatives n’est possible, w doit se trouver a l'intérieur du
cone positif. O

D’un point de vue biologique, le théoréme 2.2 garantit la coexistence des deux
especes x et y lorsque E, existe. Cependant, il ne donne pas le comportement
asymptotique global.

Pour étudier le comportement asymptotique global du systéme (2.5) lorsque E.
existe, nous considérons l'équilibre strictement positif correspondant [E. du sys-
teme (2.24). Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de E. sont
celles de E;, données dans le Tableau 2.1. Ainsi, [E. existe si et seulement si A, < 1
et A” <Ay < AT,

Maintenant, nous constatons qu’il est facile de vérifier que le systeme (2.24) est
compétitif. De plus, par la Proposition 2.1.1, 'ensemble w-limite de chaque solution
de systeme (2.24), avec une condition initiale positive, est compact. Ainsi, par le
Théoreme de Poincaré-Bendixson pour les systemes compétitifs tridimensionnels
[35, Theorem 6.3], s’il n’est pas une orbite fermée, il contient un équilibre. De la,
nous avons le résultat suivant qui fournit une condition suffisante pour que E. est
globalement asymptotiquement stable.

Théoréme 2.3 Supposons que le systeme (2.24) n’admet pas de cycles limites. Alors I'équi-
libre strictement positif IE. est globalement asymptotiquement stable par rapport aux solu-
tions avec des conditions initiales strictement positives.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.2, I'ensemble w-limite de toute trajectoire ne
peut pas étre sur les frontiéres x = 0 ou y = 0. Loin de la frontiére, le systeme est
irréductible. Comme il n’y a pas de cycles limites, d’aprés le Théoréme de Poincaré-
Bendixson pour les systemes compétitifs tridimensionnels [35, Theorem 6.3], toutes
les trajectoires doivent tendre vers E.. O

Par l'utilisation du Théoréme 2.3, et la Théorie des systémes asymptotiquement
autonomes nous obtenons le résultat suivant sur la stabilité asymptotiquement glo-
bale de I’équilibre E; du systéme (2.5).
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Théoréme 2.4 Supposons que le systeme (2.24) n’admet pas de cycles limites. Alors I'équi-
libre strictement positif E. est globalement asymptotiquement stable par rapport aux solu-
tions avec des conditions initiales strictement positives.

2.5 Diagramme opératoire

Dans cette partie, nous présentons notre résultat principal qui discute de 1'exis-
tence et de la stabilité des équilibres de (2.1) par rapport aux parametres opératoires
D, p° et S°. Nous supposons que f, g, f1 et f» sont fixés. En faisant le changement
de variables suivant :

N X A~ Y
t=—, =
T 72’

le systeme (2.1) devient

g::gﬁ;g)fwf<>aM$@
2 = p D|x
po= (PO—P)D g(P)ﬁ

avec §(p) = 7128(p). Notons que ¢ satisfait (H1). Par suite, et sans perte de généra-
lité, nous pouvons supposer que les rendements sont égaux a 1 (y; = 2 = 1). Par
conséquent, nous considérons le systéme

§' = (S°=S)D—f(p)fi(S)x = fa(S)y,
"= [f(p)A(S) - Dlx,
Ef

/ (S) ] (2.30)
O~ p)D — g(p)y.

/

B s

2.5.1 Existence et stabilité des équilibres

Pour souligner la dépendance des équilibres de (2.30) par rapport aux para-
metres opératoires, nous réécrivons nos résultats précédents, obtenus pour le sys-
teme non dimensionnel (2.5). En utilisant les fonctions inverses f;” L. - Rt et
1L — R oun

L =10, fi(+00)), L =0, f2(+00)),

qui sont croissantes, nous définissons les seuils de croissance

- _ _ D
D) = (D), 2a(D) = £10), 40 = (75w
f(°)
qui sont les solutions des équations f1(S) = D, fo(S) = D et f1(S) = D/f(p°),
respectivement. Notons que A est défini sur I}, A, est défini sur I, et AT est défini
pour (D, p°) tel que p® > 0 et D/ f(p") € I;. Nous définissons la fonction W par

) ;o (231)

(P —p)D or 0
W(p,D,p°) = ") for p €]0, p°].
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Notons que W est défini pour (p, D, p°) tel que p > 0, D > 0et0 < p < p°. Notons
également que %L;Y < 0. Par conséquent, lorsque Ay < S°, I'équation W(p, D, p°) =

S% — A, admet une solution unique qu’on note par p* = p*(D, p°, S°)
W(p", D, p") = " = 2. (232)

Si I’équation f1(S) = D/ f(p*) admet une solution, elle est unique et alors nous
mettons

D
A~(D,p% 8% = —1( ) 2.
Nous définissons D
D)= (—) . 2
pe(D)=f\ ) (234)
Notons que p.(D) est défini pour D € I. ou
I ={Del1Nnh:AM(D)<AyD)}. (2.35)

Pour simplifier, nous supposons que I'équation f1(S) = f2(S) admet au plus une
solution strictement positive S = S > 0, ce qui est le cas lorsque f1(S) et f»(S)
sont des fonctions de Monod. Le cas des intersections multiples peut étre traité de
maniere similaire. Nous avons
o [ =Dsi f1(S) < f2(S) pour tout S > 0. B
e I. = (D, fo(+00)), si f1(S) < f2(S) pour 0 < S < S et f1(S) > f»(S) pour
S > S, voir Fig. 2.2(a).
e I. = (0,D), si f1(S) > fo(S) pour 0 < S < S et f1(S) < fo(S) pour S > S,
voir Fig. 2.2(b).
o [, = (0, fa(+00)) si f1(S) > f2(S) pour tout S > 0.

fl/fZ (a) f] fl/fZ (b) f2
fa00) fommmmmm e f2
5 ______ : 5 _____ :
0 Ig S 0 Ig S

FIGURE 2.2 — Graphes des fonctions fi (en rouge) et f, (en bleu) lorsque I'équation f1(S) = f2(S)
admet une solution positive S = S et représentation graphique de I.. (a) : I. =D, fa(+o0)]. (b) :
1. =]0,D[oi D = £, (S) = f» ().

Nous définissons
ye(D,p°) = W(pe(D),D,p°), x(D,p° 8°) = S° = A5(D) —ye(D,p°).  (2.36)
Notons que y, est défini pour (D, p°) € ], ott

Jo = {(D,po) €l xR":0< p.(D) < po}, (2.37)
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avec I. défini par (2.35). Notons que x, est défini pour (D, p°, S°) € D. ou
D= {(D,p’,8°) € Je x R : 8” > 25(D) + (D, p°) |, (2.38)

avec J. défini par (2.37).

Pour éviter des notations lourdes, et lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion,
nous omettons de mentionner les parametres opératoires D, p° et S dans Ay, AT,
A7, p*, Pe, Ye et x.. Des calculs simples, semblables a ceux utilisés dans les preuves
des Propositions 2.2.1 et 2.3.1 montrent que le résultat suivant est vrai.

Proposition 2.5.1 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Soient Ay, AT et A~
définies par (2.31) et (2.33), respectivement. Soit p* défini par (2.32). Soient p., x. et y.
définies par (2.34) et (2.36), respectivement. Le systéme (2.30) admet les points d’équilibre
suivants :

e £y =(S°0,0,p°), I'équilibre de lessivage.

o £ = (AH,8"—A*,0,p0), I'équilibre d’extinction de la deuxiéme espéce y.

o £ = (A2,0,8° — Ay, p*), I'équilibre d’extinction de la premiére espéce x.

o E. = (Ay, X, Ye, pe) Véquilibre de la coexistence des deux espéces.
Les conditions d’existence et de stabilité de ces équilibres sont données par le tableau
suivant :

Equilibres Existence Stabilité exponentielle locale
Eq = (5°,0,0,p%) Toujours AT >80 & A, > SO

E; = (AF,8Y—=A%,0,p%) AT <80 AT <Ay

E, = (/\2, 0, SO — Ag, p*) Ay < S0 Ay <A™

Ec = (Ao, Xe, Ye, Pe) A~ <Ay <min(A+,8%) (A+B)(A+B+C)C > BEF

oit A= A(D,p° S, B=B(D,p’),C=C(D,p°), E=E(D)et F=F(D,p"S%) sont
définis par

A(D,p’,5%) = a(D)xe(D,p°,8°), B(D,p’) = B(D)yc(D, p°),
C(D,p") = D+7(D)ye(D,p°), E(D) = g(pe(D)), (2.39)
F(D,p% 8°) = ¢(D)x(D, p°, $°).
Ici a(D), B(D), v(D) et ¢(D) sont donnés par

a=f(pc)fi(ra), B=f(A2), v=¢'(pc), ¢=—f'(pc)fr(A2). (2.40)

2.5.2 Existence et stabilité des points d’équilibres par rapport aux
parametres opératoires

Dans ce qui suit, notre but est d’exprimer les conditions d’existence et de stabi-
lité des équilibres dans la Proposition 2.5.1 par rapport aux parametres opératoires
D, po et SY. Pour cela, nous avons besoin des définitions suivantes. Soit

B(D,p°) = F()f (f1(D)). (2.41)

Notons que F; est définie sur I, x R*. Nous avons le résultat suivant.
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Lemme 2.5.1 Les équivalences suivantes sont satisfaites
pe(D) < p° <= D > F(D, p") <= A,(D) < AT(D, p°).

Démonstration. En utilisant (2.31), I'hypothése (Hz2) et la définition (2.41), nous
avons

V<t = £ (705) <BD) = om

) ) < fi (fz_l(D))
<~ D< f(p"f1 (fz‘l(D)) < D < F(D,p".
D’autre part, en utilisant (2.31), (2.34) et les hypotheses (H1) et (Hz2), nous avons

./ D .( D D D
pelD) < b = f (fl(Az))<f (flmﬂ) = A A

— fi(A) < i(AT) = Ay < AT

Cela acheéve la preuve du lemme. O

Nous considérons maintenant la fonction
E(D,p°) = £, 1(D) + W(pe(D), D, p°). (2.42)

Notons que F, est définie pour (D, p°) € J, ot J. est donné par (2.37). Par consé-
quent, en utilisant le Lemme 2.5.1, nous avons

Jo={(D,p*) : D € 1,D > K(D,p")}.

Si on suppose que I'équation f(p°)f1(S) = f2(S) admet au plus une solution po-
sitive S = S(p°) > 0, Ce qui est le cas lorsque f1(S) et f2(S) sont des fonctions
de type Monod, alors la fonction F, est définie pour tout (D,p?) € I x R* tel
que D(p°) < D < fo(+), si f(p°)A1(S) > f2(S) pour 0 < S < S(p%), ou
0< D <D(p°),sif(p°)f1(S) < f2(S) pour 0 < S < S (p°). Lci D(p°) = £> (S (p%)).
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.5.2 Les équivalences suivantes sont satisfaites

pe(D) > p*(D,p°, 8% <= 5" > F(D, p°) <= A2(D) > A~ (D, p°, 5.

Démonstration. En utilisant (2.31), (2.33) et (2.34), ainsi que les hypotheses (Hz1) et
(H2), nous avons

Ay >A7 = fi(Ad2) > fi(A7) = P > p

f(pe) = f(p*) (2.43)
= f(pc) <f(p*) < pc>p"

En utilisant le fait que aa_v;/ < 0 et (2.32), nous avons

pe > p* <= W(pe, D, p°) < W(p*,D,p°) <= W(pc(D),D,p") < 8% = A2 (2.44)

Par conséquent, a partir de (2.43) et (2.44), ainsi que Ay = f, '(D) et la définition
(2.42) de F, On en déduit que p. > p* est équivalent a S° > F,(D, p?). O
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Nous définissons également la fonction
F(D,p°% 8% = (A+B)(A+ B+ C)C — BEF, (2.45)

ol A, B, C, E et F sont définis par (2.39). Notons que F; est défini pour (D, p°,S%) €
D,, avec D, est donné par (2.38). Par conséquent, en utilisant les Lemmes 2.5.1 et
2.5.2, NOUS avons

D, = {(D, 0,89 :Del,D>F(D,p"),Ss" > E(D, po)}.

En utilisant ces notations, nous avons la description suivante de 'existence et
de la stabilité des équilibres de (2.30).

Théoréme 2.5 Supposons que les hypothéses et notations de Proposition 2.5.1 sont véri-
fies. Les conditions d’existence et de stabilité des équilibres de (2.30) peuvent étre exprimées
par rapport aux parametres opératoires D, p® and SO comme suit :

Equilibres Existence Stabilité exponentielle locale
Eg Toujours D > max(f(p°) f1(S°), £2(SY))
Er D < f(p°)f1(S) D < F(D,p")
E» D < f,(SY) SO < R(D, p%)
E D > F(D,p%) & S° > F(D, p) F5(D,p% 8% >0

avec Fi(D, p°), (D, p°) et F3(D, p°, S°) sont définis par (2.41), (2.42) et (2.45), respec-
tivement.

Démonstration. En utilisant (2.31) et 'hypothese (H2), la condition AT > S% et Ay >
S de la stabilité de Ey dans la Proposition 2.5.1 est équivalent a D > f(p°)f1(S°)
et D > f»(S°). De méme, la condition AT < S° [resp. A, < S°] de l'existence
de E; [resp. E,] dans la Proposition 2.5.1 est équivalent a D < f(p°) f1(S°) [resp.
D < fz(SO)]

Considérons maintenant la stabilité de E; et E;. En utilisant le Lemme 2.5.1, la
condition AT < A, de la stabilité de E; dans la Proposition 2.5.1 est équivalent a
D < F(D, po). D’autre part, en utilisant le Lemme 2.5.2, la condition A, < A~ de
la stabilité de E, dans la Proposition 2.5.1 est équivalent a S° < F,(D, p°).

Considérons maintenant 1’existence et la stabilité de E.. En utilisant les Lemmes
2.5.1 et 2.5.2, nous voyons maintenant que la condition A~ < Ay < AT de l'existence
de E. dans la Proposition 2.5.1 est équivalent a D > F;(D,p°) et S° > E(D, p°).
Enfin, en utilisant la définition (2.45) de la fonction F3, la condition de stabilité de
E. dans la Proposition 2.5.1 est équivalent a F;(S°, D, p°) > 0. O

2.5.3 Instabilité de 1’équilibre strictement positif E,

Nous donnons maintenant les conditions nécessaires et suffisantes sur les pa-
rametres opératoires D, p° et S° de sorte que 1’équilibre strictement positif E. soit
instable, c’est-a-dire que nous discutons le signe de F3(D, p°, S°). Nous avons

F = azxf + ai1xc + ag. (2.46)
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Les coefficients ay = ax(D, p°), a; = a1(D, p°) et ag = ag(D, p°) de ce polynome
sont donnés par

ay = a’C, a;=a(2B+C)C —¢BE, ay=B(B+C)C, (2.47)

ou B, C, E sont définis par (2.39) et a, ¢ sont donnés par (2.40). Par conséquent,
F3 apparait comme un polyndme du second degré en x. dont les coefficients dé-
pendent uniquement de D et p” et non de S°. Soit A = A(D, p°) le discriminant de
F3 .

A= a% — 4apa;. (2.48)

Les racines de F3,

—al—\/Z —(11+\/K

D,p%) = D,p%) = :
x(D,p") = 5 X2 et x(D, ) = 1 (249)
existent et sont positives si et seulement si
a1(D,p°) < 0et A(D,p°) > 0. (2.50)

Nous définissons les fonctions suivantes
Fy(D,p°) = B(D,p°) + x1(D,p°), F5(D,p°) = 2(D,p°) + x2(D, p°),  (2.51)

ot F(D, p°) est donné par (2.42) et x1(D, p°), x2(D, p") sont donnés par (2.49).

FIGURE 2.3 — Graphes de a1(Y) et A(Y), montrant les positions relatives des racines y; = y;(D),
i=0---3,deA(Y) par rapport aux racines z; = z1(D) et zo = zo(D) de a1(Y), lorsque a1(z) < 0
et A(z) > 0oit z = z(D) est un maximum de A(Y).

Nous donnons maintenant des conditions nécessaires et suffisantes sur les pa-
rametres opératoires D et p” tels que (2.50) est satisfaite. Nous avons

a1 = bay? + byyc + by, (2.52)
ott les coefficients b; = b;(D) sont donnés par

by = ay(2f+7), b1 =2aD(B+7)—pEp, by=aD? (2:53)
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avec E, a, B, v et ¢ définis par (2.39) et (2.40), respectivement. Nous avons
A = cay} + cay? + oYz + Crye + o, (2.54)
ot les coefficients ¢; = ¢;(D) sont donnés par
cs = 29t 3 = 4a°Dv® — 2aBYEQ(2B + ),
¢ = 6a’D?*y? + BE2¢* — 4aB(B + v) DES,

= 40(2’)/D3 — 2a,3D2E4>, co = D(2D4,

avec E, a, B, v et ¢ définis par (2.39) et (2.40), respectivement.

Par conséquent, a; donné par (2.52) et A donné par (2.54), apparaissent comme
un polyndme du second degré et un polynéme du quatrieme degré en vy, respecti-
vement, dont les coefficients dépendent uniquement de D et non de p° ni S°. Pour
la commodité des notations, nous désignons par

a1 (Y) =Y +b1Y +by, AY) =caY*+3YP + Y2+ 1Y + 0,

Les polyndémes (2.52) et (2.54). Remarquons d’abord que, puisque b, > 0, nous
avons a1(Y) < 0 si et seulement si z1(D) < Y < z3(D) ot z1(D) et z(D) sont les
racines réelles positives de a1(Y). Cette condition est satisfaite si et seulement si
b1(D) < 0et A;(D) > 0ou A = Ay(D) est le discriminant du polynome a; :

Ay = b3 — 4bybs. (2.55)
Si ce discriminant est positif, les racines z1(D) et zp(D) sont données par

_ VA —b1 + VA

(D) 2b, 20,

et zp(D) = (2.56)

Pour I'étude du signe de A(Y) nous utilisons les faits suivants. Comme a1 (z1(D)) =
a1(z2(D)) = 0, a partir de A = a3 — 4apay on en déduit que
A(z1(D)) < 0 et A(z2(D)) < 0.

Dong, a partir de A(0) = ¢y > 0 et A(+o0) = +o0 il en déduit que le polynéme
A(Y) admet au moins deux racines

yo(D) € (0,z1(D)) et y3(D) € (z2(D), +o0).

La condition (2.50) est satisfaite si et seulement si A(Y) prend des valeurs positives
sur l'intervalle (z1(D),z2(D)) sur lequel a1(Y) < 0, voir Fig. 2.3. Si cette condition
est vérifier alors A(Y) admet nécessairement trois points extrémes, c’est-a-dire sa
dérivée polynomiale,

A'(Y) = 4c,Y® 4+ 3c3Y? +20,Y + ¢4,
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admet trois racines réelles. Une condition nécessaire et suffisante pour cela est
que le discriminant du polynéme A’(Y) est positif. Désignons par Ay = Ay(D) ce
discriminant pour souligner sa dépendance du seul parametre opératoire D :

Ny = —27d3d3 4 18dgd dyds — 4dod5 — 4d3ds + d2d3, (2.57)

avec ds = 4cy, dy = 3¢z, dy = 25 et dy = ¢1. Si Ap(D) > 0 alors A'(Y) admet trois
racines réelles z,(D), z(D) et z4(D) tel que z,(D) < z(D) < z3(D). Ainsi

z(D) est la racine milieu de A’(Y). (2.58)

Siay(z(D)) < 0et A(z(D)) > 0 alors le polynome A(Y) admet deux racines réelles
supplémentaires y;(D) € (z1(D),z(D)) et y2(D) € (z(D),z2(D)), voir Fig. 2.3.
Ainsi y1(D) et yo(D) sont définies par

A(y1(D)) = A(y2(D)) = 0 et 21(D) <y1(D) < y2(D) < z2(D). (2.59)

Par conséquent (2.50) est vérifiée si D € I3, ou I3 est le sous-ensemble de I, défini
par

I;={D e l.:b(D) <0,A1(D) >0,A:(D) > 0,a1(z(D)) < 0,A(z(D)) > 0}
(2.60)
ou I, est défini par (2.35), b; est donné par (2.53), A est donné par (2.55), A est
donné par (2.57), a1 est donné par (2.47), A est donné par (2.48) et z(D) est donné
par (2.58). Si D € I3 alors A(Y) > 0 et a;(Y) < 0 si et seulement si y1(D) < Y <
y2(D). Nous définissons les fonctions suivantes

Fs(D) = pe(D) + %m(D)g(Pc(D))f F(D) = pe(D) + %}IZ(D)g(Pc(D))/ (2.61)

ot pc(D) est défini par (2.34) et y1 (D), y2(D) sont donnés par (2.59). Nous pouvons
déterminer le signe de F3, qui est la stabilité de E., comme indiqué dans le résultat
suivant.

Théoreme 2.6 L'équilibre strictement positif E. est instable seulement si le sous-ensemble
I3 de 1. donné par (2.60) est non vide. Si cette condition est vérifiée, alors E. est instable si
et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites par les parametres opératoires
D, p%et S°:

1. D € I3,

2. Fs(D) < p° < F7(D) oit Fs(D) et F;(D) sont donnés par (2.61),

3. Fi(D,p%) < S° < F5(D, p°) oit Fy(D, p°) et F5(D, p°) sont donnés par (2.51).

Démonstration. Si A > 0, les racines de F3 = 0 sont x1(D, p°) et xo(D, p°). Leur
produit est égal a Z—g qui est positif. Par conséquent, les racines existent et sont
positives si et seulement si (2.50) est satisfaite. Les racines z1 (D) et z(D) de a1 (Y),
données par (2.56), existent et sont positives si et seulement si b1 (D) < 0 et A1(D) >
0 qui sont les deux premieres conditions dans la définition (2.60) de I3. Maintenant,
A(Y) prend des valeurs positives entre z1(D) et zp(D) si et seulement si les trois
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dernieres conditions dans (2.60) sont satisfaites. Soient y1(D) et y»(D) les racines
de A(Y) définies par (2.59), c’est-a-dire que z1(D) < y1(D) < y2(D) < z(D).On a
a1 < 0 et A > 0si et seulement si

y1(D) < yc < y2(D). (2.62)

En utilisant (2.36), nous avons

0y PO_PC(D)
ve(D:p) = D7 (D))

Par conséquent, (2.62) est équivalent a la condition 2 du théoreme. D’autre part
F; < 0 si et seulement si x. est entre les racines, ¢’est-a-dire,

x1(D, po) < xc < x3(D, po) (2.63)

avec x1(D, p¥) et x2(D, p°) sont définis par (2.49). En utilisant (2.36) et (2.42) nous
avons x. = S® — F(D, p°). Par conséquent, (2.63) est équivalent a la condition 3 du
théoreme. O

2.5.4 Construction du diagramme opératoire

L'effet des conditions opératoires sur le comportement asymptotique du sys-
téme peut étre résumé a I'aide du diagramme opératoire. Le diagramme opératoire
comporte les parametres opératoires D, S” et p’ comme ses coordonnées et les
différentes régions qui y sont définies correspondent a des dynamiques qualitati-
vement différentes. Il n’est pas facile de représenter les régions d’existence et de
stabilité des équilibres dans l'espace tridimensionnel des parametres opératoires
D, p° et S°. Pour cette raison, nous allons fixer 1'un des parametres opératoires D
ou p° et déterminer les régions d’existence et de stabilité dans le plan opératoire
(p%, 8% ou (D, S%), respectivement, voir Fig. 2.4 et Fig. 2.6. Les délimitations des
régions dans le diagramme opératoire sont les endroits ot se produisent des bifur-
cations. Pour construire le diagramme opératoire du systéme, il faut calculer ces
limites. Ces frontieres sont définies par les formules (2.64), (2.65), (2.66), (2.67) et
(2.68) ci-dessous.

La surface I'y définie par

ryi={(D,p",8") : D = F(r") A1(S") } (2.64)

est la frontiére a laquelle E; existe. La surface I'; définie par

I i={(D,p°,8°) : D = (") } (265)

est la frontiére a laquelle E, existe. La surface I's définie par

Im=&awﬂmD=HWm%D<ﬂwﬁ@ﬁ (2.66)
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est la frontiére a laquelle E; est stable. La surface I'y définie par

Ty = {(D, 0,89 : 80 = B(D, p°), D < fz(SO)} (2.67)

est la frontiere a laquelle E; est stable. Les surfaces I'3 et I'y sont la frontiére a
laquelle E. existe. La surface I's définie par

T = {(D, p0.80) . B(D, p°,S°) = o} (2.68)

est la frontiére a laquelle E; est instable.

2.5.5 Diagrammes opératoires dans le plan (p°, S°)

Nous allons maintenant fixer le parametre opératoire D et déterminer les ré-
gions d’existence et de stabilité des équilibres dans le plan opératoire (p?, S°), voir
Fig. 2.4 et Fig. 2.5(b). Le Tableau 2.2 donne la description des courbes I';, i = 1..5,
dans le plan opératoire (p°,S°), ot D > 0 fixé.

Frontiere Equation dans (p°, S%), avec D fixé
0_ g-1(_D_
Iy Graphe de §” = f; <f(p0))
I Ligne horizontale S = A, (D)
'3 Ligne verticale p® = p.(D), et S° > A, (D)
0_
T, Ligne oblique S° = % + Ao(D) et p > pc(D)
s Graphes de S = F,(D, p°) ou S° = F5(D, p%)

TABLE 2.2 — Frontiere des régions dans le diagramme opératoire.

Les courbes I';, i = 1,2,3,4, se coupent au point (p®,S°) avec p® = p (D) et
S = A,(D), voir Fig. 2.4 et Fig. 2.5(b). Les courbes I';, i = 1..4, séparent le plan opé-
ratoire (p°,S%) au plus en sept régions distinctes, comme illustré sur la Fig. 2.4(b)
ci-dessous, étiquetées J1, Jo, J3, Ja, J5, Js et J7. Certaines de ces régions peuvent
étre vides comme représenté sur la Fig. 2.4(a,c). Certains d’entre elles peuvent étre
non connexes, comme indiqué dans la Section 2.6.4 ou la région 77 a deux compo-
sants connexes, voir Fig. 2.16(a).

La Fig. 2.4(a) correspond au cas sans détoxification, c’est-a-dire g(p) = 0, ou
les régions Jg et J7 sont vides. D’autre part, la Fig. 2.4(c) correspond au cas ou la
tangente de I'1 au point (pc, A2) est au-dessus de I'y, ot la région J5 a disparu. De
plus, les sous-régions Js C J7 et Jo C Je dans lesquelles E. est instable peuvent
apparaitre, voir Fig. 2.4(d) et Fig. 2.5(b). La construction de ces régions sera expli-
quée a la section suivante. Le comportement du systéeme dans chacune des neuf
régions Ji, ..., Jo est donné par le théoreme 2.5. Ce comportement est résumé dans
le tableau 2.3.

Avant de donner la construction des régions [Jg et J9, nous exposons dans la
section suivante deux conditions suffisantes de stabilité de 1’équilibre strictement
positif, pour lesquelles les régions Jg et J9 sont nécessairement vides.
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2.5.6 Conditions suffisantes de stabilité de 1'équilibre de coexis-
tence

Comme corollaire du Théoreme 2.6, il est facile de voir que b;(D) < 0 est
une condition nécessaire pour que 1’'équilibre de coexistence E, soit instable. Par
conséquent, on a le résultat suivant :

Proposition 2.5.2 Soit D tel que by(D) > 0. Pour toutes les valeurs des parametres
opératoires SO et p°, I'équilibre strictement positif E. est LES des qu'il existe.

En conséquence a ce résultat, nous avons la condition graphique suivante qui
affirme que dans le cas représenté sur la Fig. 2.4(b), I'équilibre strictement positif
est stable pour toutes les valeurs des parametres opératoires.

Proposition 2.5.3 Soit D > 0 fixé. Supposons que la tangente a TI'y au point
(pc(D), A2(D)) est en dessous de Ty, voir Fig. 2.4(b). Alors bi(D) > 0 de sorte que
pour toutes les valeurs des parametres opératoires SO et p¥, I'équilibre strictement positif E,
est LES lorsqu’il existe.

Démonstration. Soit D fixé et soit F(p°) = f; ! ( f(20)>. La courbe I'; est le graphe

de la fonction S° = F(p°). En utilisant f; (A2) f (pc) = D, on obtient que la pente
F'(p.) de la tangente de I'; au point (p., A2) est donnée par

_ 1 —Df'(pc) _ 1 —f(pc)fi(A2)
A (7)) S

i) f(pc) .
Comme la pente de la droite Ty est D/g(p.), la condition F'(p.) < D/g(p.) est

équivalente a
Dfi (A2) f(pe) + f'(pe) fi (A2) 8(pe) > 0.
Des calculs simples montrent que
b (D) = f3 (A2) M+ Df (pe) fi (A2) [f2 (A2) +28'(pe)]

ou M = Df] (A2) f(pe) + f'(pe) f1 (A2) g(pe) > 0. Par conséquent, by(D) > 0, et
donc le résultat escompté est obtenu en utilisant la Proposition 2.5.2. O

F'(pc)

Supposons que la condition dans la Proposition 2.5.3 est satisfaire. Puisque I'y
a une asymptote verticale, elle peut couper la droite I'y au moins a un deuxieme
point, différent de (p., A2), voir Fig. 2.4(b). Pour simplifier, nous supposons qu’il
n’y a qu'un seul point d’intersection. Ce qui est le cas, par exemple, si I'; est
convexe. Un exemple présentant une courbe non convexe I'; sera examiné dans
la Section 2.6.4. Une condition suffisante pour la convexité de I'; (F” > 0) est don-
née par le résultat suivant.

Lemme 2.5.3 Si f{' <O0et (1/f)" > 0alors F” > 0.
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Démonstration. A partir de F(p) = fl_1 (%) on déduit que F'(p) =

/ / o )
% (ﬁ) . Puisque (ﬁ) = ff;((p’;) > 0, nous avons F/(p) > 0. Par consé-

quent
—Df (E(p) F'(p) (1 ' D 1"
A1 (E(p))? <f(p)) T RER) (f(P)) '

11 ! 1 ! 1 " 1"
Comme f1 <0, F >0, (W) > 0et <W> > 0, nous avons F”’" > 0. O]

Nous donnons maintenant une seconde condition suffisante sur les parametres
biologiques tels que 1’équilibre strictement positif E. soit stable lorsqu’il existe. Pour
cela nous considérons le modele (2.30) avec f(p) = e H#F, p > 0, et les fonctions f;,
i =1,2, et g donnés par (2.2).

F'(p) =

Proposition 2.5.4 Supposons que I'équilibre strictement positif E. existe. Si
Ki <Ky et po<p<p (2.69)

aovec

2 In (lez) 2m2K1

0= , = /

M=Kk \maky LTk,

alors b1 (D) > 0 pour tout D. Ainsi pour toutes les valeurs des parametres opératoires D,
SO et p0, I'équilibre strictement positif E. est LES.

Démonstration. Rappelons que by = b1 (D) est donné par (2.53) :

b1 =2aD(B + ) — BES,

ot E est défini par (2.39) et a, B, y et ¢ sont définis par (2.40). A partir de g(p) =
5 . . .
K—f_’p et¢'(p) = (Kiﬁ ,on obtient g(p) < ¢'(p) si et seulement si (K+ p)p < K. Par

conséquent p est entre les racines de I’équation p> + Kp — K = 0. Comme p > 0,

nous avons
VK2 +4K — K
g(p) <g'(p)=0<p< 5 : (2.70)
Des calculs simples montrent que
1 lez
D)= —1In .
pe(D) [ (mzKl + D(Kz - K1)>
Puisque K; < K3, p. est décroissante. Ainsi, en utilisant y > o, on a
1 my Ky K2+ 4K — K
D 0)=-1 < X
(D) < pel0) = 1 In (L2 ) < 5
Par conséquent, en utilisant (2.70), on obtient
8(pe) < &'(pe)- (2.71)
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—pf(p), ona
b1(D) = f (pe(D)) 8 (pc(D)) M, avec M = 2D f1(A2(D)) — pf1(A2(D)) f2(A2(D)).

Ainsi, si M > 0 alors b1 (D) > 0. Des calculs simples montrent que

Maintenant, en utilisant (2.71), (2.40) et (2.39) ainsi que f'(p)

m1 Ko D ) m1 Ky (my — D)?
fi(A2(D)) = ik +}j(21<2 Ak fi(A2(D)) = (mzKi J:(D(ZIQ _;<1>)2,
/ _ (m _D)z
f2(A2(D)) = W
D’ou
M = mD(D — )’ N, avec N = Kymy(2 — pu) + uD(K; — Kp).

mz(mzKl + D(K2 — Kl))z

Ainsi, M est strictement positif si et seulement si N > 0. En utilisant p.(D) > 0
nous avons
D(Kl — Kz) > mpyKy — mKy,

dont nous en déduisons que
N > K1m2(2 — ]/l) + pt(mzKl — lez) = 2Kymy — ]/llez.

Dong, a partir de < pj ona N > 0. Ainsi si (2.69) est satisfaite alors by (D) > 0,
et donc le résultat énoncé est obtenu en utilisant la Proposition 2.5.2. ]

2.5.7 Construction des régions d’instabilité dans le plan (p°, V)

Dans le cas représenté sur la Fig. 2.4(c), E; n’est pas nécessairement stable
comme le cas représenté sur la Fig. 2.4(b). Par conséquent, les sous-régions [Jg C J7
et Jo C J peuvent se produire, sur lesqquel E; est instable, voir Fig. 2.4(d) et Fig.
2.5(b). Nous décrivons ci-dessous comment ces régions Jg et J9 sont construites.
La condition nécessaire sur le parameétre D pour lequel 1'équilibre E; est instable
est D € I3, comme indiqué dans le Théoreme 2.6. Supposons que I3 défini par

S0 I3 I §0 I3 Iy Iy s I3 It s0 I3 I 7
7

Te [ N\T7 Js Js Ts

Js| Ts J3 TJa Ja J7 Ja Js

j3 F4 r4
I, I, BT, I T,
=7 5 y X7, & . =7, & ) 57, & PO
Fs(D) F(D)

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.4 — Diagrammes opératoires illustratifs : (a) correspond au cas sans détoxification ; dans
le cas (b), E, est stable deés qu’il existe ; dans le cas (c) la stabilité de E. ne se produit pas toujours et
une région d'instabilité peut apparaitre comme indiqué dans le cas (d).
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(a) (b)
po SO r3 SO:FS(D po) /rl
N s J7
"= (D) ; Js | Te ; Jo/Ts ’\;\50:F4(D1P0)
S | : : 4
— -
PR 5 . 5
| | N T ! i i
! ! Lo N
0 I D 0 D) RD) BOD) 0

FIGURE 2.5 — () : La courbe H définie par (2.73) sépare le plan opératoire (D, p°) en deux régions;
la région bornée U dans laquelle E. est instable, et la région S dans laquelle E. stable. (b) : La
construction de la courbe T's lorsque D est fixé dans le sous-ensemble I3 et F5(D) < p° < F;(D).
La figure illustre un cas oit I's coupe I'y de sorte que les deux régions Jg et Jo existent.

(2.60) est non vide. Pour simplifier, nous supposons que I3 est un sous-intervalle
de I, comme le montre la Fig. 2.5(a). La courbe H de 1'équation

H= {(D, %) 2 a1 (D, p°) < 0,A(D, p°) = 0} (2.72)

sépare le plan opératoire (D, p°) en deux régions : la région bornée U dans laquelle
a1(D,p°) < 0et A(D,p°) > 0, c’est-a-dire que la condition (2.50) est satisfaite, et la
région S ou cette condition n’est pas satisfaite, voir Fig. 2.5(a). Notons que H est
simplement 'union des graphes des fonctions p° = F(D) et p° = F;(D), données
par (2.61), ot D € I5. Soit (D,p°) € U. Ainsi D € I3 et Fs(D) < p° < F(D).
Donc, d’apres le Théoréme 2.6, E, est instable si et seulement si Fy(D, p°) < S° <
E5(D, p°).

Pour D € I3 fixé, 1’équation F3(D, po, SO) = 0 définit une courbe fermée I'5
dans le plan opératoire (p°,S°), voir Fig. 2.4(d) et Fig. 2.5(b). Notons que I's est
simplement 1'union des graphes des fonctions S® = F,(D, p") et S° = F5(D, p°),
données par (2.51), avec D € I3 et F5(D) < p° < F;(D).

La courbe I's peut n’avoir aucune intersection avec la courbe I';, comme le
montre la Fig. 2.4(d). Elle définit alors une sous-région Jg de la région [J7. Dans
ce cas, nous désignons simplement par la méme lettre 77, le complément de Js
dans la région J7, voir Fig. 2.4(d). D’autre part, la courbe I's peut couper la courbe
I';, comme le montre la Fig. 2.5(b). Elle définit alors deux sous-régions Js C J7 et
J9 C Js. Pour plus de simplicité, nous désignons par la méme lettre 77, le com-
plément de Jg dans la région J; et par la méme lettre Js le complément de Jg
dans la région Js, voir Fig. 2.5(b). Avec ces notations, E. est instable dans la sous-
région bornée Jg U Jo de l'existence de E,, et stable dans sa région complémentaire
Je U J7.

Dans la Fig. 2.5(a) nous avons supposé que I3 est un sous-intervalle de I.. En
fait, si nous voulons déterminer I3 nous devons fixer les parametres biologiques du
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Régions 1 o Tz Js Ts Jo Tz Tz Jo

E, s 1 1 1 1 1 1 1 1
E S S 1 I I
E, S I I 1 1 1
E, S S I 1

TAaBLE 2.3 — L'existence et la stabilité des équilibres dans les régions des diagrammes opératoires de
Fig. 2.4, Fig. 2.5(b), Fig. 2.9(b), Fig. 2.10, Fig. 2.12(b), Fig. 2.13(b), Fig. 2.14(b), Fig. 2.15(b) et Fig.
2.16. Le symbole S se lit stable, le symbole I se lit instable. S’il n'y a pas de symbole, cela signifie
que le point d’équilibre n’existe pas dans ce cas.

modeéle, puis nous devons tracer les graphes des cinq fonctions apparaissant dans
la définition (2.60) de I3. Ensuite, nous considérons le sous-ensemble sur lequel ces
fonctions ont le signe déterminé, voir Fig. 2.8. Par conséquent, la détermination
de la stabilité de E., par rapport aux parametres biologiques et opératoires, est
réduite a la détermination du signe des cinq fonctions qui ne dépendent que du
taux de dilution D. Nous verrons dans les exemples donnés dans la Section 2.6
que l'intervalle I3 est en effet un sous-intervalle de l'intervalle I. =]|D1, D,|, défini
par (2.35), de I'une des trois formes présentées dans le Tableau 2.4.

Cas Intervalle I3 Figures

Gauche I3y = (D4, D3), avec D1 < D3 < Dy Fig. 2.9(a) et Fig. 2.12(a)
Centre I3 = (D3,Dy), avec D1 < D3 < Dy < D, Fig. 2.13(a) et Fig. 2.15(a)
Droite I3 = (D3, D;), avec D1 < D3 < D» Fig. 2.14(a)

TABLE 2.4 — Trois formes de 'intervalle I.

Les diagrammes opératoires illustrés dans la Fig. 2.4 et la Fig. 2.5 sont donnés
uniquement comme des exemples illustratifs, montrant que notre analyse donne
une description complete du comportement du systeme pour une grande classe de
fonctions de croissance.

2.5.8 Diagrammes opératoires dans le plan (D, S%)

Nous allons maintenant fixer le parameétre opératoire p° et déterminer les ré-
gions d’existence et de stabilité des équilibres dans le plan opératoire (D, S°), voir
Fig. 2.6 et Fig. 2.7(b). Le Tableau 2.5 donne la description des courbes I';, i = 1..5,
dans le plan opératoire (D, S%), ott p° > 0 est fixé.

Supposons que les courbes I'y et ', se coupent en un seul point (5(;90),?0(;90))
du plan. Ce qui est le cas, par exemple, si f; et f, sont des fonctions de Monod.
Alors les courbes I's et I'y se coupent au méme point, voir Fig. 2.6 et Fig. 2.7(b).
Dans ce cas, les courbes I';, i = 1.4, séparent le plan opératoire (D, S") au plus en
sept régions distinctes, comme illustré sur la Fig. 2.6(b) ci-dessous, étiquetées 7,
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Frontiere Equation dans (D, S°), avec p° fixé
I Graphe de D = f(p°) f1(S?)
I, Graphe de D = f,(S°)
I3 Ligne verticale D = D(p°), et S° > §O(p0)
Ty Graphe de S° = (D, p°) et D > D(p°)
s Graphes de S = F4(D, p°) ou S° = F5(D, p°)

TABLE 2.5 — Frontiére des régions dans le plan opératoire (D, S°).

J2, T3, Ja, T5, Ts et J7. Certaines de ces régions peuvent étre vides comme il est
représenté sur la Fig. 2.6(a,c). La Fig. 2.6(a) correspond au cas sans détoxification,
c’est-a-dire g(p) = 0, ou les régions Jy et J7 sont vides. D’autre part, la Fig. 2.6(c)

correspond au cas oi1 la tangente a I'; au point (D, go) est en-dessous de la tangente
a I'y, ou la région J5 a disparu. De plus, les sous-régions Jg C J7 et Jo C Js
peuvent se produire, sur lesquelles E. est instable, voir Fig. 2.6(d) et Fig. 2.7(b).
La construction de ces régions sera expliquée a la section suivante ci-dessous. Le
comportement du systeme dans chacune des neuf régions 7, ..., Jo est donné par
le Théoreme 2.5. Ce comportement est résumé dans le Tableau 3.3.

2.5.9 Construction des régions d’instabilité dans le plan (D, SY)

Dans le cas représenté sur la Fig. 2.6(c), E. n’est pas nécessairement stable.
Par conséquent, les sous-régions Jg C J7 et J9 C Je peuvent se produire, sur
lesquelles E. est instable, voir Fig. 2.6(d) et Fig. 2.7(b). La condition nécessaire sur
le parametre D pour lequel 1’équilibre E. est instable est D € I3, comme indiqué
dans le Théoreme 2.6.

D I D I D I D I
T T T
g 4 7 4 4
T T J J; J 7 Vil
D F] r] Fl
\.75 F3 jé F3 jé F3 j& F3
/] T T A T T T A
s0 S0 S0 S0
(a) (b) (c) (d)

FIGURE 2.6 — Diagrammes opératoires illustratifs : (a) correspond au cas sans détoxification ; dans
le cas (b), le courbes T'y et 'y se coupent en deux points de sorte que la région Js apparait; dans le
cas (c) la stabilité de E. ne se produit pas toujours et une région d’instabilité peut apparaitre comme
indiqué dans le cas (d).

Supposons que I3 défini par (2.60) est non vide. Pour simplifier, nous supposons
que I3 est un sous-intervalle de I., comme le montre la Fig. 2.7(a). La courbe H
d’équation

H={(D,p"): a(D,p") < 0,A(D,p") = 0} 273)
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(a) (b)
PO
S
)
0 D_(p°) D (p°) D

FIGURE 2.7 — () : La courbe H définie par (2.73) sépare le plan opératoire (D, p°) en deux régions;
la région bornée U dans laquelle E. est instable, et la région S dans laquelle E est stable. (b) : La
construction de la courbe T's lorsque p° est fixé et (D, p°) € U. La figure illustre un cas oit T's coupe
I'y de sorte que les deux régions Jg et Jg existent.

sépare le plan opératoire (D, p°) en deux régions : la région bornée U dans laquelle
a1(D,p°) < 0et A(D,p") > 0, c’est-a-dire que la condition (2.50) est satisfaite, et la
région S ou cette condition n’est pas satisfaite, voir Fig. 2.7(a). Notons que H est
simplement 1'union des graphes des fonctions p° = Fs(D) et p° = F;(D), données
par (2.61). Soit (D, p") € U. Ainsi D € I3 et F5(D) < p° < F;(D). Donc, d’aprés le
Théoréme 2.6, E, est instable si et seulement si F;(D, p°) < S° < F5(D, p°).

Pour p° fixé et (D,p?) € U, I'équation F5(D,p° S°) = 0 définit une courbe
fermée I's dans le plan opératoire (D, SO), voir Fig. 2.6(d) et Fig. 2.7(b). Notons
que T's est simplement 1'union des graphes des fonctions S® = Fy(D, p°) et S° =
F5(D, p%), données par (2.51).

La courbe I's peut n’avoir aucune intersection avec la courbe I';, comme le
montre la Fig. 2.6(d). Elle définit alors une sous-région Jg de la région [J7. D’autre
part, la courbe I's peut couper la courbe I';, comme le montre la Fig. 2.7(b). Elle
définit alors deux sous-régions Jg C J7 et J9 C Js. Avec ces notations, E. est
instable dans la sous-région bornée Jg U J9 de l'existence de E,, et stable dans sa
région complémentaire Js U J7.

Régions 1 o Tz Js Ts Jo Tz Tz Jo
Ep S 1 I I I I I I I

Eq S S I I |
E> S I S I I I I
E; S S 1 I

TABLE 2.6 — L'existence et la stabilité des équilibres dans les régions des diagrammes opératoires de
Fig. 2.6, Fig. 2.7(b), Fig. 2.18, Fig. 2.19 et Fig. 2.20. Le symbole S se lit stable, le symbole I se lit
instable. S'il n’y a pas de symbole, cela signifie que le point d’équilibre n’existe pas dans ce cas.
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Les diagrammes opératoires illustrés dans la Fig. 2.6 et la Fig. 2.7 sont donnés
uniquement comme des exemples illustratifs, montrant que notre analyse donne
une description complete du comportement du systeme pour une grande classe
de fonctions de croissance. Notons que pour tracer les diagrammes opératoires,
nous devons choisir les fonctions f, f1, f», et ¢ dans le systeme (2.30) et fixer les
valeurs des parametres biologiques. Nous illustrons cela dans la section suivante
pour divers exemples qui ont été considérés dans la littérature.

2.5.10 La conjecture de Hsu et Waltman

Hsu et Waltman [21] ont conjecturé que pour les fonctions de croissance don-
nées par (2.2), si E. et E; existent, alors le systeme n’a pas de cycle limite. Une
condition nécessaire pour que cette conjecture soit vraie est que E; soit nécessaire-
ment stable si E; existe. Puisque E; est instable dans la région Jg, si la conjecture
est vraie, alors la sous-région Jg de la région Js sur laquelle E. est instable, ne peut
pas exister. Nous n’avons pas pu trouver un ensemble de parametres biologiques
tels que cette région soit non vide et toutes les simulations données dans la Section
2.6 montrent que la région Jy n’existe jamais pour les fonctions de croissance de
Monod données par (2.2). Cependant, nous allons montrer que cette région peut
exister pour les fonctions de croissance de Holling de type 3 (2.74), comme indiqué
dans la Section 2.6.4. Par conséquent, la conjecture de Hsu et Waltman n’est plus
vraie dans le cas ot les fonctions de croissance sont de monotonicité générale.

2.6 Exemples

Dans cette section, a 'exception de la Section 2.6.4, nous considérons le mo-
dele (2.30) avec f(p) = e #, p > 0, et les fonctions f;, i = 1,2, et ¢ donnés
par (2.2). Nous allons montrer 'utilité de nos résultats sur la construction du dia-
gramme opératoire correspondant a divers ensemble de parametres biologiques
rencontrés dans la littérature, en particulier ceux qui sont considérés dans [21, 25].

Nous considérons les valeurs des parametres de Hsu et Waltman [21], voir le
cas 1, dans le Tableau 2.7. La modification de I'un de ces paramétres donnée dans
le cas 2 du Tableau 2.7 illustre la dépendance du diagramme opératoire par rapport
aux parametres biologiques, comparer les Figs 2.9(b) et 2.10(b).

Nous considérons les valeurs des parametres de Lenski et Hattingh [25], voir le
cas 3, dans le Tableau 2.7. Les modifications de 1'un de ces parametres biologiques
données dans le cas 4 ou le cas 5 du Tableau 2.7 illustrent a nouveau la dépen-
dance du diagramme opératoire par rapport aux parametres biologiques, comparer
les Figs 2.11(b), 2.12(b) et 2.13(b). Ces modifications clarifient aussi les remarques
de [25] sur la déstabilisation de 1’équilibre de coexistence lorsque les parametres
biologiques sont modifiés.

Nous considérons également deux ensembles de parameétres biologiques qui
ne sont pas tirés de la littérature existante, et qui sont choisis en raison de leurs
propriétés intéressantes, voir les cas 6 et 7, dans le Tableau 2.7.
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Notons que les fonctions f; et f satisfont les conditions du Lemme 2.5.3. Par
conséquent I'; coupe I'y au plus en un point différent de (p (D), A2(D)).

Parametres | my my K; K ) K U Figures
Cas1 5 6 05 35 50 o1 5 | Figs. 2.8, 2.9,2.18, 2.19 et 2.20
Cas 2 5 6 05 35 002 01 5 Fig. 2.10(a)
Cas 3 o7 07 5 10 1 10 1 Fig. 2.10(b)
Cas 4 o7 07 5 10 1 0.035 1 Fig. 2.12
Cas s 07 07 0.4 10 1 10 1 Fig. 2.13
Cas 6 8 3 2.5 5 0.01 3 Fig. 2.14
Cas 7y 1 001 1 1 05 0.007 1 Fig. 2.15 et Fig. 2.16

TABLE 2.7 — Valeurs nominales des parametres.

2.6.1 Les valeurs des parametres de Hsu et Waltman [21]

Les valeurs des parametres considérées par [21] sont données par le Tableau 2.7,
Cas 1. Le tragage des fonctions b1(D), A1(D), Ay(D), a1(z(D)) et A(z(D)), voir
Fig. 2.8, montrent que

I3;=(0,D3), avec D3~ 2.0578.
(D) A(D)  A2(D) a1(D) A(D)
L6000 5.x 102
F4000 e .
F12000
~50 1
F10000 3% 1020 3
F8000
2.x 102 2
100 F6000
L4000
1.x 102 1
t2000
-150 Zam—) -3 0
i P 3 4 s 6 05 1 15 2 25 0 05 i i's 2
(a) (b) (c)

FIGURE 2.8 — Représentations graphiques de (a) : bi(D) (en rouge) et A1(D) (en bleu); (b) :
A2(D); (c) : a1(z(D)) (en rouge) et A(z(D)) (en bleu). Ces courbes montrent que les conditions
dans la définition (2.60) de I3 sont satisfaites pour 0 < D < D3 avec D3 ~ 2.0578. Les parametres
biologiques sont donnés dans le Tableau 2.7, Cas 1.

Le tracé de la courbe H définie par (2.73) est représenté dans la Fig. 2.9(a).
La courbe H sépare le plan (D, p") en deux régions U et S. Maintenant, nous
déterminons le diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 1 € I3. Remarquons que

Fo(1) ~ 04034, Fy(1) ~ 2.108.

Le tracé de la courbe I's, défini par (2.68), avec D 1, est représenté sur la
Fig. 2.9(b). En utilisant le Théoreme 2.6, on obtient le résultat suivant :
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b (a) sY (b)
“— Js J7
I
Js :
Yz N
\.71 : j3
0 0.5 1 1.5 2 Z.SD 0 F6(i?)5 1 1.5 %7(1) 2.5 po

FIGURE 2.9 — Les paramétres biologiques sont donnés dans le Tableau 2.7, Cas 1. (a) : Les sous-
ensembles U et S définis dans la Fig. 2.5(a). (b) : Le diagramme opératoire (p°, S°) pour D = 1.

b}4(D) (a) 0 (b)
124 ) j7
14 \-76
O.6~ v j4
0.4 j3
0.24 j
T 3 3 . 1 .D 0 {2 gl 0

T T T T d
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 p

FIGURE 2.10 — (a) : Le graphe de b; (D) montre que by (D) > 0 pour tout D, donc E. est LES
lorsqu’il existe. (b) : Le diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 1. Les régions Jg et Jo sont
vides. Les valeurs de parametres biologiques sont donnés dans le tableau 2.7, Cas 2.

Affirmation 1 Considérons les parametres biologiques donnés par le Tableau 2.7, Cas 1.
L'équilibre de coexistence E. est instable seulement si D € I3 et (D,p°) € U oit U est
représentée dans la Fig. 2.9(a). Pour D = 1, E. est instable si et seulement si (S°, p°) € Jg
oit la région Jg est représentée dans la Fig. 2.9(b).

Remarquons que (S° = 1,p° = 1) € Jg, ce qui est en accord avec le résultat
de [21]. Le résultat de I’Affirmation 1 montre I"étendue de la région de parametres
dans laquelle 1’équilibre de coexistence est instable.

Nous considérons maintenant la dépendance du diagramme opératoire aux pa-
rametres biologiques. Pour ce faire, nous considérons les valeurs des parameétres
données dans le Tableau 2.7, Cas 2, ou les parametres sont les mémes que ceux
du Cas 1, sauf que ¢ est abaissé de 50 a 0.02. Le graphe de la fonction b (D), voir
Fig. 2.10(a), montre que by (D) > 0 pour tout D € [0,my). Par conséquent, selon la
Proposition 2.5.2, nous avons le résultat suivant :
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Affirmation 2 Considérons les parametres biologiques donnés par le Tableau 2.7, Cas 2.
Puisque bi(D) > 0 pour tout D € [0,my), alors pour tous les parametres opératoires D,
SO, p0, I'équilibre de coexistence E est LES lorsqu'il existe.

Le diagramme opératoire dans le plan (p°, S°) pour D = 1 est représenté dans
la Fig. 2.10(b). La région Jg de l'instabilité de E. n’existe pas comme prévu par
I’ Affirmation 2. Dans ce cas la tangente a I'1 au point (p, A2) est en dessous de I'y.
Par conséquent, toutes les régions Jj, ..., J7 existent et E. est LES lorsqu’il existe
comme prévu aussi par la Proposition 2.5.3.

2.6.2 Les valeurs des parameétres de Lenski et Hattingh [25]

Les valeurs des parametres considérées dans [25], sont données par le Ta-
bleau 2.7, Cas 3. Le graphe de la fonction b;(D), voir Fig. 2.11(a), montre que
b1(D) > 0 pour tout D € [0, m;]. Par conséquent, selon la Proposition 2.5.2, nous
avons le résultat suivant :

Affirmation 3 Considérons les parametres biologiques donnés par le Tableau 2.7, Cas 3.
Puisque b1 (D) > 0 pour tout D € [0,m;y|, alors pour tous les parametres opératoires D,
S, p°, I'équilibre de coexistence E est LES lorsqu'il existe.

bi(D) (a) S0 (b)

20
0.0010
0.0008 - 15 j6 j7

J4

0.0006

10
0.0004 - j3

s
0.0002 -

> T
O o1 oz o3 or o5 05 o7 D 0 : : ; : po
0 1 2 3 4

FIGURE 2.11 — (a) : Le graphe de bi(D) montre que by(D) > 0 pour tout D, donc E. est LES
lorsqu'il existe. (b) : Le diagramme opératoire (p°, S°) pour D = 0.2. Les régions Js, Js et Jo sont
vides. Les valeurs des parametres biologiques sont donnés par le Tableau 2.7, Cas 3.

Le résultat de 1’Affirmation 3 donne une justification de I’Affirmation de [25].
C’est-a-dire que, pour D = 0.2, I’équilibre de coexistence E. est LES lorsqu’il existe.
Le diagramme opératoire dans le plan (p%, S°) pour D = 0.2 est représenté dans la
Fig. 2.11(b). Notre diagramme est similaire au diagramme de [25], Fig. 1(b).

En fait, I’Affirmation 3 assure que la stabilité se produit pour toutes les valeurs
de D, pas seulement pour D = 0.2, comme il est indiqué dans [25]. Donnons une
preuve de ce résultat qui n’est pas basée sur un tracé numérique comme pour la
preuve de I’Affirmation 2.
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Preuve de I’ Affirmation 3. Les parametres biologiques données dans le Tableau 2.7,
Cas 3, satisfont les conditions (2.69) de la Proposition 2.5.4. En effet, nous avons
to ~ 0.76 et p; = 1. Ainsi pg < p < pq. La Proposition 2.5.4 s’applique et affirme
que pour tous les paramétres opératoires D, S°, p°, 'équilibre strictement positif
E. est stable dés qu'il existe. O

Il faut noter que pour les parameétres biologiques donnés dans le Tableau 2.7,
Cas 2, on a yp ~ 0.342 et y = 5, de sorte que la condition pg < u < pj n’est pas
satisfaite. Alors, nous ne pouvons pas appliquer le résultat de la Proposition 2.5.4.
Dans ce cas, nous devons utiliser le tracé de la courbe by (D) pour montrer que E,
est LES, voir Fig. 2.10.

Nous considérons maintenant la dépendance du diagramme opératoire aux pa-
rametres biologiques. A cet effet, nous remarquons que dans [25], il a également
été déclaré que l'instabilité de E; peut étre réalisée de deux manieres différentes :

- Premiérement, I'abaissement de la valeur de K; peut déstabiliser E; : Les au-
teurs prétendaient que dans le cas limite K; = 0, E. existe et instable lorsque
D =02, p?=25et S" = 20.

- Deuxiemement, 1’abaissement de la valeur de K tout en augmentant p peut
déstabiliser E. : les auteurs prétendaient que dans le cas limite K = 0, si u = 10,
alors E. existe et instable lorsque D = 0.2, p = 2.5 et S = 20.

Nous montrons ci-aprés comment notre analyse peut clarifier cette question.

On voit par les inégalités o < u < pq dans (2.69) que I’abaissement de la valeur
de K; augmentera la valeur de p et diminuera celle de ;1 de sorte que les inégalités
to < u < pp changent de sens, ce qui donne donc la possibilité d"une instabilité.
D’autre part, I’abaissement de la valeur de K augmentera celle de o, de sorte que
l'inégalité 1o < p change de sens, donnant ainsi la possibilité d’instabilité.

Considérons les valeurs des parametres données dans le Tableau 2.7, Cas 4, ou
les parametres sont les mémes que ceux du Cas 3, sauf que la valeur de K est
abaissée de 10 a 0.035. Pour ces valeurs des parametres, on a yg ~ 4.06 et y1 =1,
de sorte que l'inégalité yp < u change de sens. En effet, nous pouvons voir que
l'instabilité de E. peut se produire. Les graphes des fonctions b1 (D), A1(D), Ay(D),
a1(z(D)) et A(z(D)), voir Fig. 2.12, montrent que

I3=(0,D3), avec Ds~0.2155.

Le tracé de la courbe H définie par (2.73) est illustrée dans la Fig. 2.12(a). La courbe
H sépare le plan (D, p°) en deux régions U et S. Maintenant, nous déterminons le
diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 0.2 € I3. Remarquons que

Fs(0.2) ~ 3.602, F;(0.2) ~ 6.119.

Le tracé de la courbe I's, défini par (2.68), avec D = 0.2, est représenté sur la
Fig. 2.12(b). En utilisant le Théoreme 2.6, on obtient le résultat suivant :

Affirmation 4 Considérons les parametres biologiques donnés par le tableau 2.7, Cas 4.
L'équilibre de coexistence E. est instable seulement si D € I3 et (D,p°) € U ot U est
représentée dans la Fig. 2.12(a). Pour D = 0.2, E, est instable si et seulement si (S°, p*) €
Js oit la région Jg est représentée dans la Fig. 2.12(b).
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0 (@) so (b)
7 J J7
T
104 ‘_78
: i V.
: ‘ | ‘ : D e I B e

0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 ’ F6(042) F;(Oz)

FIGURE 2.12 — Les parameétres biologiques sont donnés par le Tableau 2.7, Cas 4. (a) : Les sous-
ensembles U et S définis dans la Fig. 2.5(a). (b) : Le diagramme opératoire (p°, S°) pour D = 0.2.

Considérons les valeurs des parametres données dans le Tableau 2.7, Cas 5, o
les parameétres sont les mémes que ceux du Cas 3, sauf que la valeur de K; est
abaissée de 5 a 0.4. Pour ces valeurs des parametres, on a o ~ 3.51 et y; = 0.08,
donc les inégalités pp < p < up changent de sens. En effet, nous pouvons voir que
l'instabilité de E. peut se produire. Les graphes des fonctions b1 (D), A1(D), A(D),
a1(z(D)) et A(z(D)), voir Fig. 2.8, montrent que

I3 = (D3,D4), avec D3=0.1691, D4~ 0.5236.

Le tracé de la courbe H définie par (2.73) est illustrée dans la Fig. 2.13(a). La courbe
H sépare le plan (D, p°) en deux régions U et S.

p° (a) 50 (b) 4
7
F(02) 70 A
F+(0.2) N T Js
0 ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ 0 v ‘ Y ‘ H ‘ 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7D 0 1 F6(02) 2 F7(02) 3p

FIGURE 2.13 — Les parametres biologiques sont donnés dans le Tableau 2.7, Cas 5. (a) : Les sous-
ensembles U et S définis dans la Fig. 2.5(a). (b) : Le diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 0.2.

Maintenant, nous déterminons le diagramme opératoire (p°,S%) pour
D = 0.2 € I3. Remarquons que

Fs(0.2) ~ 1.608, F;(0.2) ~ 2.564.
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Le tracé de la courbe I's, défini par (2.68), avec D = 0.2, est représenté sur la
Fig. 2.13(b). En utilisant le Théoréme 2.6, on obtient le résultat suivant :

Affirmation 5 Considérons les parametres biologiques donnés par le Tableau 2.7, Cas 5.
L'équilibre de coexistence E est instable seulement si D € I3 et (D,p") € U oit U est
représentée dans la Fig. 2.13(a). Pour D = 0.2, E. est instable si et seulement si (S°, p°) €
Js oit la région Jg est représentée dans la Fig. 2.13(b).

2.6.3 Valeurs des parametres avec I3 de type "Droite" du Ta-
bleau 2.4

Tous les graphiques numériques précédents du diagramme opératoire corres-
pondent au cas ou I3 est de type "Gauche" ou "Centre" du Tableau 2.4. Le but de
cette section est de fournir un ensemble de parametres biologiques pour lesquels
I3 de type "Droite" du Tableau 2.4.

P (a) S0 (b)
7 x H 121 j7
F,(2.2) . U 101 —j6 j8

| 87<-_j4

601 Fs(2.2) - o
S
40 = 2 . jg
201 2 jz : jl :
00::::::::::::::::1‘:::::::::::::::::2:‘::. | D o : ; : )‘ % é : 7‘PO
F(2.2) F(2.2)

FIGURE 2.14 — Les parametres biologiques sont donnés dans le Tableau 2.7, Cas 6. (a) : Les sous-
ensembles U et S définis dans la Fig. 2.5(a). (b) : Le diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 2.2.

On considere maintenant les valeurs des parameétres données dans le Ta-
bleau 2.7, Cas 6. Les graphes des fonctions b1(D), A1(D), A(D), a1(z(D)) et
A(z(D)), voir Fig. 2.8, montrent que

I3 = (D3, mp), avec Dj3=21219.

Le tracé de la courbe H définie par (2.73) est illustré dans la Fig. 2.14(a). La courbe
H sépare le plan (D, p°) en deux régions U et S. Maintenant, nous déterminons le
diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 2.2 € I3. Remarquons que

Fe(2.2) ~ 2.0568, F;(2.2) ~ 6.6073.

Le tracé de la courbe I's, défini par (2.68), avec D = 2.2, est représenté sur la
Fig. 2.14(b). En utilisant le Théoreme 2.6, on obtient le résultat suivant :

Affirmation 6 Considérons les parametres biologiques donnés par le Tableau 2.7, Cas 6.
L'équilibre de coexistence E. est instable seulement si D € I3 et (D,p°) € U oit U est
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représentée dans la Fig. 2.14(a). Pour D = 0.2, E, est instable si et seulement si (S°, p°) €
Js oit la région Jg est représentée dans la Fig. 2.14(b).

2.6.4 Exemple ou la courbe I's coupe la courbe I';

Le but ici est de fournir un ensemble de parametres biologiques pour lesquels
la courbe I's coupe la courbe I';, de sorte que les deux régions d’instabilité Jg et Jo
existent. Nous n’avons pas pu trouver un tel ensemble de valeurs des parametres
pour les fonctions données en (2.2). L'impossibilité de trouver de telles valeurs
pour (2.2) est en accord avec la conjecture de Hsu et Waltman, comme nous 1’avons
mentionné dans la Section 2.5.10. Nous allons considérer un autre exemple de fonc-
tions de croissance pour lesquelles la courbe I'; n’est pas convexe et son intersection
avec I's peut se produire. Considérons les fonctions de croissance suivantes :

1 m152 sz

_ _ _ op
“trp O e PO W=, G

) K3+ 82 T K+

avec yu, m;, Kj, i = 1,2, 6 et K des parametres constants positifs. Notons que la
fonction f; dans (2.74) ne satisfait pas la condition du Lemme 2.5.3. Donc la courbe
I'1 n’est pas nécessairement convexe et elle peut couper la courbe I'y au moins en a
un deuxiéme point, différent de (p.(D), A2(D)).

Supposons que les valeurs des parametres sont celles indiquées dans le Ta-
bleau 2.7, Cas 7. Les graphes des fonctions bi(D), A1(D), Ay(D), a1(z(D)) et
A(z(D)), voir Fig. 2.15, montrent que

I; = (D3, D), avec Dj3~1436107% Dy~ 4.901107%.

Le tracé de la courbe H définie par (2.73) est illustré dans la Fig. 2.15(a). La courbe
H sépare le plan (D, p°) en deux régions U et S. Maintenant, nous déterminons le
diagramme opératoire (p°,S°) pour D = 0.0003 € I;. Remarquons que

F5(0.0003) ~ 27.05, F7(0.0003) ~ 594.7.

Le tracé de la courbe I's, défini par (2.68), avec D = 0.0003, est représenté sur la
Fig. 2.15(b). Notons que dans cet exemple, la courbe I's coupe la courbe I';. On note
par Jg et Jo les régions délimitées par ces courbes comme le montre la Fig. 2.15(b).
En utilisant le théoréme 2.6, on obtient le résultat suivant :

Affirmation 7 Considérons les parametres biologiques donnés par le Tableau 2.7, Cas 7.
L'équilibre de coexistence E, est instable seulement si D € I3 et (D,p°) € U oit U est
représentée dans la Fig. 2.15(a). Pour D = 0.0003, E; est instable si et seulement si
(SO, po) € Js U Jg ot les régions Jg et Jg sont représentées dans la Fig. 2.15(b).

e La région Jy est non vide. Par conséquent, I’équilibre strictement positif E.
est instable en méme temps que 1'équilibre E; existe et instable. C’est donc
un contre-exemple de la conjecture de Hsu et Waltman pour les fonctions de
croissance données par (2.74).
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e La courbe I'; n’est pas convexe. Méme si sa tangente au point (p., Ay) est
au-dessus de la droite I'y, cette courbe coupe I'y en deux points différents de
(pe, A2), de sorte que la région J5 n’est pas vide, et la région J7 n’est pas
connexe, comme représenté sur la Fig. 2.16(a).

e Les neuf régions Ji, ..,J9 ne sont pas vidées, comme le montre les
Figs. 2.16(a) et (b).

0

7007

s9, (b)

6001

F7(0.00 051

500
0.4

400+

300

0.2
200

100 01

F5(0.00
0

:

T T t T T | T T T T
0 0.0001  0.0002  0.0003  0.0004  0.0005  0.0006 0 100 200 300 400 500 600

F4(0.0003) F7(0.0003)

0

Nisavis

p

FIGURE 2.15 — Les parametres biologiques sont donnés dans le Tableau 2.7, Cas 7. (a) : Les sous-
ensembles U et S définis dans la Fig. 2.5(a). (b) : Le diagramme opératoire (p°,S°) pour D =
0.0003.

Sh (a) s (b)
] j 0.16 J9\‘
] j6 0.14 j6
1 0.12
124
17<—L74 0.1074—\74 j8
jS 0.08
0.8 }
ool 0.06 7 {
3 7 o
Y/ T I3 0.04- g I3
0.2 jS 0.02 j
-.7 2 : T71 0 2 j 1 0
i o o P R T R T T 1
F7(0.0003) F4(0.0003)

FIGURE 2.16 — Informations supplémentaires sur le diagramme opératoire illustré dans la Fig. 2.15.
(a) : Le diagramme opératoire complet. (b) : Un zoom pres de I'origine. Les neuf régions Ji, ..., Jo
ne sont pas vides. La régions J; n’est pas connexe. Les fonctions de croissance sont données par
(2.74) et les parametres biologiques sont donnés dans le Tableau 2.7, Cas 7.

Cet exemple montre que pour (2.74), selon les parametres opératoires, le mo-
dele peut présenter neuf comportements asymptotiques différents. En revanche,
pour (2.2), le modéle ne peut présenter que huit (et probablement seulement sept,
si la Conjecture de Hsu et Waltman est vraie) comportements asymptotiques diffé-
rents. En effet, dans ce cas la région J5 peut exister si et seulement si la tangente
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a I'y au point (pc, A2) est sous la droite Ty, et selon la Proposition 2.5.3, E; est né-
cessairement stable. Par conséquent, seules les sept régions [J1, J2, J3, Ja, J5, T
et J7 peuvent exister. D’autre part, la région J5 n’existe pas si et seulement si la
tangente a I'; au point (p., A2) est au-dessus de la droite T'y, et E. peut étre instable.
Par conséquent, seules les huit régions J1, Jo, J3, Ja, T, J7, Js et Jo peuvent
exister. En fait, si la conjecture de Hsu et Waltman est vraie, la région J9 n’existe
jamais pour (2.2), de sorte que le nombre de régions se réduit a sept.

2.6.5 Un exemple sur le plan opératoire (D, SY)

Dans cette section, nous tragons les diagrammes opératoires dans le plan (D, S°)
pour des valeurs différentes de la concentration p® de l'inhibiteur a ’entrée. Les va-
leurs des parametres utilisées par [21] sont données dans le Tableau 2.7, Cas 1.
Le tracé de la courbe H définie par (2.73) est représenté dans la Fig. 2.17. La
courbe H sépare le plan (D, p") en deux régions : la région bornée U dans laquelle
a1(D,p°) < 0et A(D, p%) > 0, ’est-a-dire que 1’équilibre strictement positif E. peut
étre instable, et la région S ou cette condition n’est pas satisfaite, c’est-a-dire que
’équilibre E. est toujours stable dans sa région d’existence.

0 T T D -S4 T T T T 1
0 1 2 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
D_(0.33) D (0.33) D

FIGURE 2.17 — Les sous-ensembles U et S définis dans la Fig. 2.5(a). A droite, un zoom montrant
les abscisses du point dont I'ordonnée est p° = 0.33. Les parametres biologiques sont donnés dans
le Tableau 3.5, Cas 1.

On voit dans la Fig.2.17 qu’il existe trois valeurs intéressantes de p° :
pY =0326, pI=0745 p3=4.712.

Nous distinguons trois cas principaux en fonction de la position de p° relativement
a ces valeurs critiques.

1) Si p? < pY ou p® < pJ : alors Jg = @.

2) Si pd < p¥ < p3 : alors F5(D, p°, %) est défini pour D_(p°) < D < Do (p?).

3) Si py < p® < p3 : alors F5(D, p°, SY) est défini pour 0 < D < D (p").
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D (a) I, D (b) T,
N T Ja Iy 51 Jz Ty
J5 T; T

A7 1 J7
3 Fl
’ j6 F3
2 Ja l %2 T4
S0 S0

T T 1 T T 1
0 10 20 30 40 0 10 20 30
7 7

FIGURE 2.18 — Le diagramme opératoire (D, S°) pour (a) : p* = 0. (b) : p° = 0.1

D I
n T,
J N
J7
1 rl
7 o
0 jA 6 r3 DIS SO

T T 1 T T T T T T T T T 1
0 10 20 30 5 1.6 17 18 19 2 21 22 23 24

FIGURE 2.19 — Le diagramme opératoire (D, S°) pour p° = 0.33. (la figure a droite est un zoom
montrant la région Js.

L'objectif est d'illustrer les différentes situations possibles lorsque p° varie. Nous
considérons les cas p° = 0, p° = 0.1, p* = 0.33, p° = 1 et p = 4.72.

Lorsque p° = 0, les régions J; et J7 d’existence de I'équilibre strictement positif
E. n’existe pas. Le diagramme opératoire est représenté sur la Fig. 2.18(a).

Lorsque p° = 0.1 < p? l'équilibre strictement positif E. est toujours stable
dans sa région d’existence Js U J7. Le diagramme opératoire est représenté sur la
Fig. 2.18(b).

Lorsque p® = 0.33, nous avons p! < p® = 0.33 < pI. La région Jg existe
et I’équilibre strictement positif E; est instable dans cette région. Le diagramme
opératoire est représenté sur la Fig. 2.19.

Si p° = 1, nous avons pJ < p® = 1 < p). Dans ce cas, la courbe I's d’équa-
tion (2.66) n’existe pas, ainsi les régions J, et J; ont disparu, de sorte que 1'équi-
libre E;, sil existe, est toujours instable. Nous notons également que la région Jg
apparait dans une petite zone située entre l’axe vertical et la courbe I's. Les autres
régions sont définies comme dans les cas précédents. Le diagramme opératoire est

64



Chapitre 2. La compétition dans le chémostat avec inhibiteur externe

représenté sur la Fig. 2.20(a). Nous notons que le point (D = 1,5 = 1) appartient
a Jg (ce qui est en accord avec le résultat de [21]).

Si p¥ = 4.72 alors p® > pi. La région Js d’instabilité de E. a disparu. Nous
notons également que la région Js apparait dans une petite zone située entre 1’axe
vertical et la courbe I's. Le diagramme opératoire est représenté sur la Fig. 2.20(b).

D (a) I'>
N v Y
T
J7
14 "78
o y o - EO]SO

7

(b) T
T I'y
J1
J7
o o jé” 2 EJS

/4

FIGURE 2.20 — Le diagramme opératoire (D, S°) pour (a) : p° = 1. (b) : p° = 4.72
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LA COMPETITION DANS LE CHEMOSTAT
AVEC INHIBITEUR INTERNE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’analyse mathématique d"un modele pour
la compétition, dans un chémostat, entre deux populations de micro-organismes,
pour un seul substrat en présence d"un inhibiteur interne, ot1 les deux concurrents
produisent une toxine qui inhibe leurs taux de croissance. Ce modele généralise
celui proposé par Freitas et Fredrickson [7] ou les taux de croissance spécifiques
sont de Monod. Nous en étudions le comportement asymptotique local et global
des équilibres, et les bifurcations selon le taux de dilution et la concentration a
I'entrée du chémostat. Le modede s’écrit

§' = (S°—S)D — (S, p)— — pa(S, p) L
T T2

x" = [m(S,p)— Dlx

v = [u2(S,p) — D]y

' = ap(S,p)x +axu2(S, p)y — Dp

(3-1)

avec S(0) > 0, x(0) > 0, y(0) > 0 et p(0) > 0. Ici S(t) désigne la concentra-
tion du substrat a l'instant ¢ (nutriment), x(f) et y(f) sont les concentrations des
compétiteurs et p(t) est la concentration de I'inhibiteur. S° est la concentration du
substrat a I'entrée du chémostat, D est le taux de dilution dans le chémostat. Les
constantes a;7;, i = 1,2 sont les coefficients de rendement. Les fonctions y;,i =1, 2,
représentent les taux de croissance des compétiteurs.

Ce modeéle a été étudié par Freitas et Fredrickson [7] dans le cas ot les fonctions
de croissance y;, i = 1,2, sont de la forme

miS

(i +8) (1+ )

ou mj, a;, i = 1,2 et K sont des parametres constants positifs.

Dans ce travail, nous considérons des fonctions de croissance plus générales.
Nous supposons ainsi que les fonctions y;, i = 1,2 dans le systéme (3.1) sont de
classe C! satisfaisant les conditions suivantes :

(S, p) = 1=1,2 (3-2)
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(H1) : 14;(0,p) =0et y;(S,p) > 0 pour tout S > 0 et tout p > 0.
oH; oH;

(H2) : aiSl(S,p) >0 et aipl(s,p) < 0 pour tout S > 0 et tout p > 0.

(H3) : Il existe A; > 0 tel que y;(A;,0) = D.

(Hg) : La fonction y; est bornée.
(H1) signifie qu’en 1’absence de substrat, il n'y a pas croissance. (H2) montre que
le taux de croissance de chaque espece augmente avec la concentration du substrat
et diminue par l'inhibiteur. (H3) explique qu’en I’absence de l'inhibiteur, les deux
especes ne sont pas lessivées.

Proposition 3.1.1 Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (3.1) restent posi-
tives et bornées pour tout t > 0. De plus, I'ensemble compact

Q= {(S,x,y,p) E]Ri P = wX + oy, S+£+l :SO}
T T2

est positivement invariant et est un attracteur global de toutes les solutions du sys-
teme (3.1).

Démonstration. L'invariance de R% est garantie par le fait que :

S=0 = S =DS%>0,
x=0 = x'=0,
y:o —_—> yl:O/

p=0 = p' =wa1p1(S,0)x + azpu(S,0)y > 0.
Ensuite, nous devons montrer que toutes les solutions sont bornées. Soit > = S +

x/v1+y/ 72 Alors ¥’ = —D(Z — SY). Nous en déduisons alors

S(t)"‘ﬂ‘i‘M :SO+(S(O)+ﬂ+@_SO)€—Dt

71 72 71 72 (3:3)

qui donne,

S(t) + x(t) + yt) < max (50,5(0) -

@ + &) pour tout t > 0.
T T2

T T

Ainsi S(t), x(t) et y(t) sont positivement bornés. Soit I' = p — ayx — apy. Alors
I = —DT. Nous en déduisons alors

p(t) — arx(t) — azy(t) = (p(0) — arx(0) — a2y (0))e ™" (3-4)
qui donne
p(t) —ayx(t) — ay(t) < p(0) — a1x(0) — apy(0) pour tout * > 0.

Ainsi p(t) est positivement borné. Par conséquent, les solutions sont définies pour
tout t positif. De (3.3) et (3.4), on peut déduire que 1'ensemble () est positivement
invariant et est un attracteur global pour (3.1). ]
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On conviendra dans la suite des conditions et notations suivantes :

fi(§) == pi(5,0) et gi(p):=pi(+oo,p) i=12

Les fonctions f;, i = 1,2, sont strictement croissantes et strictement positives pour
tout S > 0. Si les équations f1(S) = D et f,(S) = D admettent des solutions, elles
sont uniques et nous définissons alors les seuils de croissance comme suit :

M =f1(D) et Ay=f, (D). (3.5)

Sinon, on pose : A; = +00, A = +o0. Les fonctions g;, i = 1,2, sont strictement
décroissantes et strictement positives pour tout p > 0, et nous avons

i(0) = pi(4+00,0) = fi(+00) i=1,2.

Si les équations g1 (p) = D et g2(p) = D admettent des solutions, elles sont uniques
et nous définissons alors :

pi=g"(D), et p;=g,"(D). (3.6)

Sinon, on pose : p] = +00, p; = +o00.

3.1.1 Existence des équilibres

En utilisant le théoréme des fonctions implicites, nous démontrons le lemme
suivant :

Lemme 3.1.1 Pour chaque i = 1,2, I'équation u;(S,p) — D = 0, définit implicitement
une fonction croissante

Fi: [Ai,+o0) — [O,gi‘l(D)[

S — E(S)=p G7)

telle que F;(\;) = 0 et limg_, o, F;(S) = g; }(D).

1
Démonstration. Comme la fonction y; est de classe C! sur R%, alors d’apres le théo-

réme des fonctions implicites, 1’équation y1(S,p) — D = 0, définit implicitement
une fonction p = F;(S) de classe C! sur [A, +-o0[ avec

(s, B (5))
F(S) = : (38)
s k)
ap (11
D/ PN ’ PN alll a]/l]- /
apres 'hypothese Hz, nous avons S (S,p) >0et 5(5, p) < 0,donc F{(S) >0,

ce que implique que la fonction F; est strictement croissante. De plus, si S = Aq,
alors on a

FM)=p <= wm,p)—-D=0 <= u(A,p)=filh)
< ‘lel(/\l,p):‘lll(/\l,()) < p:().
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Si S = 400, alors on a
Fi(+00) = p <= p1(+o0,p) —D =0 <= g1(p) = D < p = g; (D).
De la méme maniere, nous traitons 1’équation (S, p) — D = 0. O

Nous étudions dans la suite 1'existence des points d’équilibre du systéme (3.1).
En calculant les isoclines nulles, on obtient

X
(80~ $)D = jua(S,p) = + 1a(S,p) -
i 72

x=0 ou p(Sp)-D=0 (3.9)
y=0 ou u(S,p)—D=0
a1p1(S, p)x + azp2(S, p)y = Dp.
e Si x = y = 0, alors de la premiére équation de (3.9), nous déduisons que
S = S0, et de la quatriéme équation on a p = 0. C’est ’équilibre de lessivage

Eo(S°,0,0,0).
Cet équilibre existe toujours.

eSiy =0etx > 0, alors de la deuxieme équation de (3.9), nous avons y1 (S, p) =
D, et de la premiére équation, on obtient

x=m(s"-5), (3.10)
tandis que la quatrieme équation nous donne p = a;x. Par conséquent,
p="Li(S) == mm (8" - 9). (3.11)

La fonction L; est strictement décroissante, avec L1(0) = a;y1S° et L1(S°) = 0.
Maintenant, en utilisant le Lemme 3.1.1, pour tout S > 0 et tout p > 0, I’équation
11(S, p) — D = 0 définit une fonction

p=F(S). (3.12)

La fonction F; est strictement croissante, avec Fi(A1) = 0 et limg .o F1(S) =
1 L(D). Les points d’équilibre sont les points d’intersection des graphes des fonc-
tions

p=1Li(S) et p=Hh(S).
Puisque la fonction L; est strictement décroissante et la fonction F; est strictement
croissante, alors il existe une unique solution S; si A1 < SO et aucune solution si
A1 > SY (voir Fig.3.1). En remplagant S par S; dans les équations (3.10) et (3.11) on
obtient x; = 71(S° — S1) et p; = a171(S — S1). C'est 1’équilibre d’extinction de v,

E1(S1,x1,0,p1).

e Siy > 0etx =0, alors de la troisieme équation de (3.9), nous avons y(S, p) =
D, et de la premiére équation, nous obtenons

y="7(S"-5), (3.13)
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tandis que la quatrieme équation nous donne p = ayy. Par conséquent,

p=Ly(S) := ayy2(S° - S). (3.14)
La fonction Ly(S) est strictement décroissante, avec Ly(0) = ap72SY et L,(S°) = 0.

Maintenant, en utilisant le lemme 3.1.1, pour tout S > 0 et tout p > 0, I’équation
#2(S, p) — D = 0 définit une fonction

p = E(S) (3.15)
La fonction F, est strictement croissante, avec F(A;) = 0 et limg .o F(S) =
< 1(D). Les points d’équilibre sont les points d’intersection des graphes des fonc-
tions

p=1L2(S) et p=hE(S).

Puisque la fonction L, est strictement décroissante et la fonction F, est strictement
croissante, alors il existe une unique solution S; si Ay < SY et aucune solution si
Ay > S9 (voir Fig.3.1). En remplacant S par S, dans les équations (3.13) et (3.14) on
obtient x; = 7,(S° — S) et po = ar2(S” — S,). C'est I'équilibre d’extinction de x,

E»(S2,0,y2, p2).

Y22

S
0AQL A S S S1 g0 0A1 Ay 51 S¢ S, g0

FIGURE 3.1 — Projection des points d'équilibre Eo, E1, Ey et E. dans le plan (S, p) et conditions
d’existence et de stabilité de ces points. Les points d’équilibres stables sont désignés par des cercles
pleins et les points d’équilibres instables sont désignés par des cercles vides.

Nous pouvons, alors, énoncer un résultat sur 'existence des équilibres :
Proposition 3.1.2 Le systeme (3.1) admet trois points d’équilibre sur la frontiere :
— L’équilibre de lessivage, Eq(S°,0,0,0), qui existe toujours.

— L’équilibre d’extinction de y, E1(S1,x1,0, p1), qui existe si et seulement si A, < s9,
avec Sy la solution de I'équation

Fi(S) =Li(S), x1=71(8"=5S1), et p1=a1m(S°—Sy).

— L’équilibre d’extinction de x, Ex(S2,0,y2, p2), qui existe si et seulement si Ay < s9,
avec Sy la solution de I'équation

B(S) =La(S), y2=72(8"=S2), et pa=a72(S"—Sy).
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3.1.2 Existence de I’équilibre strictement positif

Un équilibre strictement positif E. est déterminé par les solutions des équations
x
(8 =)D = pi(S,p)_—+ jua(S,p) -
T 72
m(S,p)—D=0 (3.16)
p2(S,p) —D =0
a1p1(S,p)x +aapa(S, p)y = Dp.

Notons par h;, i = 1,2, les deux fonctions a deux variables suivantes :
hi(S,p) :==m(S,p) —D et ha(S,p) = pa(S,p) —D.

Un équilibre strictement positif E. est donné par l'intersection entre les graphes
des fonctions h;, i = 1,2. Nous montrons alors le résultat suivant :

Proposition 3.1.3 Si [F(S1) — F2(51)][F1(S2) — F2(S2)] < 0, alors il existe au moins un
équilibre strictement positif Ec(Sc, Xc, Yc, pc) 0it Sc est la solution de I'équation

_ Y1[pe — La(Se)] of _ T [L1(Sc) — PC].
Y11 — Y22 ‘ Y141 — Y2&2

F(S) = E(S), pc=F(S:), x

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose dans le premier cas S; < S.
Un équilibre strictement positif est donné par la solution des équations

hl(S,p):O et hz(s,p)zo.

D’apres le Lemme 3.1.1, ces deux équations définissent deux fonctions p = F;(S)
et p = F(S) sur [S1, Sa].

F :[S1,5] — [p1p1]
sl 67

telle que F1(S1) = p1 et F1(S2) = p1.

F:[51,5] — [p2 p2l
B O 69

telle que F»(Sy) = pa et F(S1) = po.

Ainsi, I'équilibre strictement positif est donné par l'intersection de deux iso-
clines correspondant a ces deux fonctions (voir Fig.3.1). Nous considérons la fonc-
tion

F(S) = Fi(S) — B2(S).

Alors, nous avons :
F(Sl) = Fl(Sl) — F2(51> et P(Sz) = Fl(Sz) — Fz(Sz).

Par suite, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une
solution S, €]51, Sy telle que F1(S¢) = F2(S¢) = pc si et seulement si

[F1(S1) — B2(S1)][F1(S2) — F2(S2)] < 0. (3.19)
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Par suite, x. et y. sont les solutions du systeme :

LY g0,
72
a1X + aY = pe
Ce systeme admet une solution unique (x, y¢) si et seulement si y1a1 # a2, telle
que
T1lpe = v202(S° = Sc)] _ mlpe — La(Sc)]
Y11 — 22 o — ey
12 [maa(8®=Se) —pe] 72 [Li(Se) — pe] (3.21)
Je= Y11 — Y2&2 C mk— Yoy >
Maintenant, en utilisant le fait que les fonction L;, i = 1,2, définies par (3.11),
(3.14), sont strictement décroissantes, et les fonctoions F;, i = 1,2, définies par
(3.12), (3.15), sont strictement croissantes, et comme S, €]S1, S| on obtient :

Xe = (3.20)

Sy < S < Sy = { L1(Sc) < L1(S1) et F(S1) <h(S) { L1(Se) < pe

Lo(Sc) > La(S2) et Fa(S2) > Fa(Sc) L2(Sc) > pe.
Et comme S; < S, < Sy, on peut facilement vérifier que y1a1 < Y2a2. En effet, on a
S1 <S¢ < Sy = L1(51) = F1(51) < Fi(Sc) = F2(5¢) < F2(S2) = Ly(S2)

— 1121(S° — S1) < 12a2(S° — S5) = Y11 < Vom0
Ainsi, nous en déduisons que

_ Y1[pe — L2(Sc)] _ " [L1(Sc) — pc]
X = ¢ > 0.
Y161 — Y242 Y11 — Y2842

La preuve est terminée. L]

Y141

0 A Ay S0 0A1 Ay S0

FIGURE 3.2 — L'existence de plusieurs équilibres strictement positifs lorsque la condition (3.19) (a) :
est satisfaite; (b) : n’est pas satisfaite.
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Remarque 3.1.1 La condition [Fi(S1) — F2(S1)][F1(S2) — F2(S2)] < 0 d’existence de
I'équilibre strictement positif E. n’est pas nécessaire, et s’il existe, I'équilibre strictement
positif n'est pas toujours unique.

Le fait que cette condition suffisante d’existence de 'équilibre strictement po-
sitif E; n’est pas nécessaire est illustré par la Fig. 3.2(a). Le fait que 1’équilibre
strictement positif ne soit pas unique, s'il existe, est illustré a la Fig. 3.2(b).

En utilisant des arguments similaires a ceux de la Proposition 3.1.3, nous dé-
montrons le résultat suivant :

Proposition 3.1.4 Un équilibre strictement positif Ec(Sc, Xc, Yc, Pc) de (3.1) existe si et
seulement si les graphes des fonctions Fy et F, se coupent au moins en un point strictement
positif entre les droites Ly et Ly, c’est-d-dire,

pe = F1(Sc) = B2(Se) avec S1 < S. < Sp. (3.22)

X¢, Y sont donnés par (3.20), (3.21), respectivement.

3.1.3 Stabilité locale des points d’équilibre

Dans la suite, on se propose d’étudier la stabilité locale des points d’équilibre
du systeme (3.1). Nous supposons alors que tous les points d’équilibre sont hyper-
boliques, c’est-a-dire, leur stabilité est déterminée par leur linéarisation.

Pour l'étude de la stabilité des équilibres, il est commode d’utiliser le change-
ment de variable

2=5"-S—x/m—-y/m

dans le systeme (3.1); et comme X = —DZ%, alors le systeme (3.1) est équivalent a
un systéme en cascade
(¥ = -D%
¥o= (-2 D}x
{Hl( o2 P)
;o oy X Y _D}
J [M( 72 P) y (3.23)
= a (SO—Z—x—l,)x
P H T2 P
X Yy
s ($5- 2 L3y by
. 22 < 72 )Y P

Maintenant, on fait le changement de variable I' = p — a1 x — apy dans (3.23). Alors,
puisque I" = —DT le systeéme (3.23) peut étre remplacé par

(T’ = —-DT

¥ = -DY

¥ = [yl (50—2—1—1,F+a1x+zxzy)—D}x (3-24)
M2

y = {VZ(SO—Z—i—l,F‘f‘“lx‘*’“Zy)_D]y'

\ N §)
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La matrice jacobienne associée a la linéarisation de (3.24) évaluée au point
d’équilibre E* = (0,0, x*,y*), prend la forme triangulaire :

—-D 0 0
J= 0 —D 0
A B M
ol M est la matrice carrée suivante
mi1 MmMip
= , 2
{ . ] (3-25)

—10 ) * * * * *
= (?%Jr“laipl) + (S = 2"/ =y /" + apy*) - D,

_ _181141 a‘ul * _ _18.”2 aP‘Z *
m12—< 5 +ay p)x, 11121—<,Y1 as)+oclap v,

—10 0 * * * * *
Mo = (zﬂJﬂxz%)y + 1u2(S° = x* /1 =y /2, 1" + aoy*) — D.

Par conséquent, les valeurs propres de | sont —D, —D, ainsi que les valeurs
propres de la matrice M. Dongc, le point d’équilibre E* est localement exponentiel-
lement stable (LES) si et seulement si les valeurs propres de M sont a partie réelle
strictement négative.

La stabilité locale des équilibres du systeme (3.24) est donnée par le lemme
suivant.

Lemme 3.1.2
— Eg est LES si et seulement si Ay > S% et Ay > S°. Dans ce cas Eq, E, et E,
n’existent pas.
— Si Eq existe, alors il est LES si et seulement si F1(S1) > F(S1).
— Si E; existe, alors il est LES si et seulement si Fy(Sp) > Fi(Sp).
— Supposons que I'équilibre positif E. existe, alors il est LES si et seulement si

(@171 — “272)[F2l(56) - F{(SC)] > 0. (3-26)

Démonstration.
e A l'équilibre Ey, la matrice M définie par (3.25) est égale a

_ [ m(s%0)-D 0

Mo 0 12(8%,0) - D

Les valeurs propres de My sont p1(S%,0) — D et u2(S°,0) — D. Alors, I'équilibre
Ey est localement exponentiellement stable si et seulement si #;(S%,0) < D et
12(S%,0) < D; ce qui est équivalent a A; > S% et Ay > SO.

e Supposons que I'équilibre E; existe, c’est-a-dire A; < S°. A I’équilibre Ey, la
matrice M définie par (3.25) est égale a
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18]’11 8]/11 a‘ul a]/ll
M, = [ (’h a5 1'0)+a1$(x1’0)) X1 < T g (¥ 1,0)+062$(x1,0) X1
0 #2(8° = x1/m, 1) = D

Les valeurs propres de M; sont les éléments diagonaux. Une valeur propre
est négative. Alors, 1’équilibre E; est localement exponentiellement stable si et
seulement si (S — x1/791,a1%1) — D = 12(S1, p1) — D < 0, ce qui est équivalent
a p1 > F(S1), c'est-a-dire, F1(S1) > F(S7).

e Supposons que l'équilibre E, existe, c’est-a-dire A, < S°. A I'équilibre E», la
matrice M définie par (3.25) est égale a

Hal(so —y2/72, lxazyz) - ; 0 )
My = 1dpz 2 —1dpw oH2 :
(5920w +mT20m) ) n (5 920m +a320m) )

Donc a nouveau les valeurs propres de M, ne sont que les éléments diagonaux.
Une valeur propre est négative. Alors, 1'équilibre E; est localement exponentielle-
ment stable si et seulement si 11(S° — y2/72,4012) — D = 11(S2,p2) — D < 0, ce
qui est équivalent a p, > F;(S;), c’est-a-dire, F,(S2) > F1(S2).

e A l'équilibre positif E., la matrice M définie par (3.25) prend la forme :

M, = <,Yll 5:)5 (xc/y(:) + o —— aap (xc/]/C) Xc 2laas (Xc,yc) +Dézaap (xc,yc) Xc
(?al;(xc, Ye) + a1 aP;Z (X, Ye) ) ye - ;;2 (xc,Ye) + a2 a‘b;;' (e, Ye) | Ye

Nous avons

10 0
tI'(MC) = (71 a;:lsl (xC/yC) +aq a]/;l (xC’yC)) Xe

djip dpz
+ (72 53 (%, ye) + “Zg(xwyc)) Ye <0

et

a1y — & 0 0 0 0
dot(Me) = “1=I22 | e ) 22, ) — 2 e ) B )| e

En utilisant (3.8), nous obtenons
det(MC) >0 < (Dél’)/l — Déz’)/z)[Pé(Sc) — F{(SC)] > 0.

La preuve est terminée. ]
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Par la Proposition 3.1.3 et le Lemme 3.1.2, on peut facilement obtenir le résultat
suivant.

Proposition 3.1.5 Supposons qu'il existe un unique équilibre strictement positif E..
— Si E, est instable, alors Eq et Ey sont LES. Il y a donc bistabilité avec deux bassins
d’attraction (voir Fig.3.1 a droite).
— Si E. est LES, alors les équilibres Eq et Ep sont instables (voir Fig.3.1 a gauche)

Le Tableau suivant résume tous les résultats sur l'existence et la stabilité asymp-
totique locale des équilibres de (3.1),

Equilibres Existence L.E.S
Ey Toujours A > S%et Ay > SO
Eq A < so Fl(Sl) > F2(51)
E; Ay < SO Fz(Sz) > Fl(SZ)
E. (3.22) satisfaite (171 — a272) [F5(Sc) — F{(S¢)] > 0

TABLE 3.1 — Existence et stabilité locale des équilibres du systeme (3.1).

Dans la suite, sans perte de généralité, on suppose que S; < Sp. Nous proposons
d’étudier la stabilité locale des points d’équilibre du systeme (3.1) selon le nombre n
de solutions de 1’équation Fi(S) = F»(S) pour S; < S < S,. Notons par E! les
équilibres strictement positifs pouri = 1,2, ..., n.

Proposition 3.1.6 Supposons que S1 < Sy. Alors on distingue les deux cas suivants :

1) F1(S1) > Fy(S1). Dans ce cas, Eq est stable et E est instable. De plus,

— Sin =2p, p € N*, alors E, est instable et pour chaque 1 < i < p I'équilibre E?~1
est instable et I'équilibre E?' est stable.

— Sin=2p+1,p €N, alors E est stable, I'équilibre E! est instable et pour chaque
1 <i < p I'équilibre E**1 est instable et I'équilibre E?' est stable.

2) F1(S1) < F5(S1). Dans ce cas, Eq est instable et Eg est instable. De plus,

— Sin =2p, p € N*, alors Ej est stable et pour chaque 1 < i < p I'équilibre E?~1
est stable et I'équilibre E2' est instable.

— Sin=2p+1,p €N, alors E est instable, I'équilibre E] est stable et pour chaque
1 <i < p I'équilibre E**1 est stable et I'équilibre E?' est instable.

Démonstration. Supposons que dans le premier cas F;(S1) > F»(S1). Alors d’apres
le Lemme 3.1.2, nous avons E; est stable et Ey est instable car on a toujours Ay <
S1 < S%et Ay < Sy < S Nous supposons maintenant que 1'équation F(S) =

F,(S) admet n = 2p 4 1 solutions s, j = 1,2,..n. Comme les intersections sont
transverses (voir Fig. 3.3), alors pour chaque 1 <i <pona:

F(S2H) < RB(SF™Y), F(S¥) > F(SF) et F(S:) < Ey(Se).

D’apres le Lemme 3.1.2, nous déduisons que les équilibres E2+1 sont instables
et les équilibres E? sont stables.
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Si n = 2p, alors F(Sy) > F»(Sy), c'est a dire, 'équilibre E, est instable. Si
n =2p+1,alors F(S2) < F»(Sy) et I'équilibre E; est stable.
De la méme maniere on peut facilement vérifier le deuxieme cas. O

Eg

%
1
1
l
t
1
1
I
l
1
1

Y141 Eq

7

0 A1 A251 8l S2 s S5 &0

FIGURE 3.3 — Cas n = 3 : Stabilité locale de E1, E, E? et instabilité de E}, Eg’, Eo.

Le Tableau suivant résume le résultat de la Proposition 3.1.6

Equilibres 1 p2 2% p2i+l n
Parité do 1 Ey E. E; .. E E; .. El Ep
n impaire s I S .. S I I S
F(81) > B(S) n paire S I S S I S 1
n impaire I § S I S S 1
Fi(S1) < B($) n paire I S S I S I S

TABLE 3.2 — Les équilibres et leurs natures dans le cas générique. Le symbole S (resp. I) se lit stable
(resp. instable).

3.1.4 Stabilité globale

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale de 1’équilibre strictement
positif de (3.1) lorsqu’il existe et est unique.

Soient > = S+x/v1+y/712etl = p —a1x — apy. Alors, par la Proposition 3.1.1,
pour toute condition initiale positive, toutes les trajectoires du systeme (3.1) sont
bornées. En outre, 'ensemble () est attracteur de toutes les trajectoires. En uti-
lisant (3.3) et (3.4), le systéeme (3.1) est équivalent au systeme asymptotiquement
autonome

X' = []/11 (Z(t) o l,l"(t) +ax + a2y> — D} x

7 T2
y = [ﬂz (Z(t) — 2 L) +ax+ Dczy) - D} y
Y "
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dont le systeme limite est

X' = So—i—l,zxx—kac )—D}x
{P‘l( oM ! 2y

x oy (3-27)
y = [m <SO o z,lex + a2y) — D} y.

Le systeme (3.27) est défini sur I'ensemble A = {(x,y) € RZ : x/y1 +y/72 < S°}.
L’étude du portrait de phase de ce systeme réduit sur A montre qu'il existe seule-
ment des noeuds stables, des noeuds instables, des points selles et qu’il n’existe
pas de trajectoires joignant deux points selles. Ainsi, nous pouvons appliquer le ré-
sultat de Thieme (voir annexe A.8) et conclure que le comportement asymptotique
de la solution du systeme (3.1) est le méme que celui du systéme réduit (3.27).

Le systéme (3.27) admet

IEO = (O/ 0)/ IEl = (xllo)l IEZ = (OIyZ)/ ]EC = (xC/yC)

comme des points d’équilibre, avec x; = 71(S° — S1), y2 = 72(S° — S2) et x, .
sont donnés par (3.20), (3.21), respectivement.

Le lemme suivant montre que le systeme (3.27) n’admet pas d’orbite périodique
a l'intérieur de A.

Lemme 3.1.3 Le systeme (3.27) n’a pas d’orbites périodiques a l'intérieur de A.

Démonstration. En fait le changement de variable ¢; = In(x) et ¢, = In(y), dont
les dérivées par rapport au temps sont &} = x'/x et {,, = y’'/y. On obtient alors le
systeme suivant :

{ & = ki(81,82) pu1(S% — €1 /1 — €2 /v, 01681 + ape®?) — D
& =ka(81,G2) = 2SO — 81/ y1 — €2/, w168t + apef?) — D.

(3.28)

Nous avons

ok;  dky €1 9y q0m €2 9u 2, 012
= T3z = +arett —— — — == Fapet—— <0,

91 0L  m oS U op mas T ap

alors d’apreés le critére du Dulac, on déduit que le systéme (3.28) n’a pas de trajec-
toire périodique. Par conséquent (3.27) n’a pas d’orbite périodique dans A. O

Théoréme 3.1 Supposons que I'équation Fy(S) = F,(S) admet une unique solution S,
telle que S1 < Sc < Sp. Si F1(S1) < F(Sy), alors I'équilibre strictement positif E. est
globalement asymptotiquement stable par rapport aux solutions avec des conditions initiales
strictement positives.

Démonstration. les conditions d’existence et de stabilité de E, [E;, [E, et [E. sont
celles de Ey, Eq, Ey et E;, respectivement, données dans le Tableau 3.1. Ainsi, si
F1(S1) < Fy(S1), alors d’apres le Tableau 3.2, les équilibres [Ey, E; et E; sont in-
stables, 1’équilibre [E. est LES. Pour prouver le théoréme il reste seulement & mon-
trer que c’est un attracteur global.
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On a x/71 +y/72 < max(S% x(0)/v1 +y(0)/72) pour tout (x,y) € R?. Alors
pour toute condition initiale positive, les solutions du systéme (3.28) sont posi-
tivement bornées et par suite les ensembles w-limites sont compacts non vides.
En utilisant le Théoreme de Poincaré-Bendixson, ces ensembles limites sont soit
des points d’équilibre soit des orbites périodiques soit des polycycles. D’apres le
Lemme 3.1.3, on ne peut pas avoir dans 1'ensemble w-limite une orbite périodique.
De la méme maniere que dans la preuve de la Proposition 1.5.1, en utilisant le
Théoreme de Butler-McGehee, nous déduisons que toutes les solutions convergent
globalement vers 1'équilibre strictement positif [E.. Finalement, on applique le ré-
sultat de Thieme (voir annexe A.8) pour conclure que E. est un point d’équilibre
globalement asymptotiquement stable pour le systeme (3.1). O

3.1.5 Diagramme opératoire

Dans cette section nous discutons l'existence et la stabilité des équilibres par
rapport aux parameétres opératoires D et S”. Nous supposons que les fonctions y;,
i = 1,2 sont fixes. En faisant le changement de variable suivant :

X Yy

_’)2:—, A:—,
T 4 T2

le systeme (3.1) devient

S = ESO(— S))D — (S, p)2 — ua(S, p)9

= m5p) - )
7 = [(s,p) Dl 529
p'o= (S, p)2 +&apa(S,p)j — Dp

avec &1 = a1y et &y = ap7y;. Par suite, et sans perte de généralité, on peut supposer
que les coefficients de rendement sont égaux a 1 (y; = 2 = 1). Par conséquent,
nous considérons le systeme

S: = ESO(E S))D _DTl(S, p)x — ua(S, p)y

x = |\m(Sp)—Dx

y = [u(S,p)—Dly (3-30)
p' = api(S,p)x + azpa(S, p)y — Dp.

i
= =

<

Notre objectif maintenant est de décrire les diagrammes opératoires. Le diagramme

opératoire que nous considérons montre comment le modele se comporte lorsque

nous modifions les deux parametres de controle D et S° dans le systeme (3.30).
Soit I'; la courbe de 1’équation SO=)(D),i=1,2:

i ={(D,s%): 5" = A(D)}. (3-31)

D’apreés le Tableau 3.1, la courbe I'; est la frontiére pour laquelle E; existe (la courbe
en noir sur les Figs. 3.4 et 3.5), la courbe I'; est la frontiere pour laquelle E; existe
(la courbe en bleu sur les Figs. 3.4 et 3.5).
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Rappelons que S;, i = 1,2, sont définis comme les solutions des équations
F(S,D) = L;(S,58%),i = 1,2. Par conséquent, les S;, i = 1,2, dépendent des pa-
rametres opératoires D et S0, Nous les notons par S;(D, SO), i =1,2. On définit les
ensembles

15 = {(D,S°) : Fi(51(D,S"),D) = K(51(D,$%), D)},

TS5 = {(D,S°) : Fi(S2(D, 8%, D) = Fx(S2(D, $°), D)}, (332)

qui sont des courbes dans le cas générique. Si les courbes I';, i = 1,2, se coupent en
un point (D, S?) du plan, alors on a :

#1(8%,0) = p2(87,0) = D (333)
De (3.33), nous déduisons que
Fi(Si(Dy,S9),D.) =0 et F(S{(Ds,S)),D) =0 i=12,j=12,i#].

Par conséquent, le point (D, S?) appartient aux ensembles I}, i = 1,2. Donc, si I;,
i = 1,2, se coupent en un point du plan (D, SO), alors les courbes I'{ se coupent au
meéme point.

Les courbes I'{ et I'; sont les frontiéres pour lesquelles E; et E; sont instables
et en méme temps E, existe (les courbes en rouge et en vert sur les Figs. 3.4 et 3.5,
respectivement).

Par conséquent, les courbes I'y, I'p, T§ et I'§ séparent le plan opératoire (D, S°) au
plus en sept régions distinctes, comme illustré sur la Fig. 3.4 ci-dessous, étiquetées
T, T2y T3, Ja, T5, T6 €t T7.

Notons que pour tracer les diagrammes opératoires, on doit choisir les fonctions
ui, i = 1,2, et fixer les valeurs des parametres biologiques. Nous illustrons cela dans
la section suivante pour divers exemples.

3.2 Exemples

Dans cette section, nous considérons le modéle général (3.30) avec des fonctions
de croissance y;, i = 1,2, de Monod

miS

(ai+8) (1+%

Nous allons montrer 1'utilité de nos résultats sur la construction du diagramme
opératoire correspondant a un ensemble de parametres biologiques rencontrés
dans la littérature, en particulier ceux qui sont considérés dans [7]. Nous consi-
dérons également un ensemble de parametres biologiques qui ne sont pas tirés
de la littérature existante, et qui sont choisis en raison de leurs propriétés intéres-
santes, voir le Cas 3 dans le Tableau 3.3. Nous limitons notre attention a (3.30) ou
ui, 1 = 1,2 sont donnés par (3.34). Dans ce cas, les seuils de croissance A1(D) et
A2(D) définis par (3.5) sont donnés explicitement par :

EllD
/\1(D) - mq — D

ui(S,p) = ) i=1,2. (3-34)

[12D

et A2(D)=-——F. (3-35)
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Les expressions des fonctions F;, i = 1,2, et L;, i = 1,2, définis par (3.12), (3.15),
(3.11) et (3.14), respectivement, peuvent étre calculées explicitement :

Ki[(m; — D)S — a;D]

BSD) = —"pa 19

et Li(5,8") =a;(S°—S), i=1,2. (3.36)

D’autre part, les solutions S;(D, §9),i=1,2,des équations F;(S;, D) = L;(S;, SY),
i = 1,2, qui sont utilisées dans E;, i = 1,2, respectivement, sont simplement les
solutions positives des équations quadratiques :

Ki[(m; — D)S; — a,D] = &;D(S° — S;)(a; + S;), i=1,2. (3.37)

La solution S.(D) de I’équation F;(S;, D) = F»(S, D) qui est utilisée dans E, est
simplement la solution positive de I'équation quadratique :

KiD(ay + S¢)[(m1 — D)Sc — a1D] = KyD(ay + S¢)[(my — D)S. —apD]. (3.38)

On note que I'équation (3.38) ne peut pas avoir plus de deux solutions.

Si nous voulons tracer le diagramme opératoire, nous devons fixer les valeurs
des parametres biologiques. Pour les simulations numériques, nous allons utiliser
les valeurs nominales du Tableau 3.3.

Parametres | mq m» a ar K; K> ®1 %)
Unités e N
Cas (a) 1.0 2.0 0.01 0.04 0.01 0.006 0.1 4.0
Cas (b) 1.0 2.0 0.01 0.04 0.01 0.006 4.0 0.1
Case (c) 9.0 2.0 0.04 0.006 0.001 0.005 0.005 0.4

TABLE 3.3 — Les valeurs des parametres pour les cas (a), (b) et (c) des Figs. 3.4 et 3.5.

3.2.1 Diagramme opératoire : Les courbe I et I'; ne se coupent
pas

Ce cas correspond aux valeurs des parametres utilisées dans [7], données dans
le Tableau 3.3, Cas (a) et (b). Nous voyons dans le tableau 3.1 que les courbes
I'1 et I'; du diagramme opératoire, données par (3.31), sont les frontieres pour
lesquelles E; et E; existent, respectivement. En plus de ces courbes, nous tragons
aussi sur le diagramme opératoire de la Fig. 3.4, les courbes I'{ et I';. Dans ce cas,
ces courbes ne se coupent pas. D’apres le Lemme 3.1.2, ces courbes séparent la
région d’existence de E; en deux sous-régions étiquetées Js et [J7, de sorte que
E. est LES dans J7 (voir Fig. 3.4(b)), et instable dans Js (voir Fig. 3.4(a)). Dans
la région J, le systeme présente une bi-stabilité de E; et E,. Par conséquent, les
courbes I'y, T, I'§ et I'; séparent le plan opératoire (D, S°) au plus en sept régions
distinctes, comme illustré sur la Fig. 3.4, étiquetées J1, J2, J3, Ja, J5, T €t J7.
Certaines de ces régions peuvent étre vides, comme indiqué sur la Fig. 3.4, ou
la région J7 est vide dans le cas (a) et la région Js est vide dans le cas (b). Le
diagramme opératoire est illustré dans la Fig. 3.4. (Notre diagramme est similaire
au diagramme de [7], Fig. 1) D’apres le Tableau 3.4, on déduit le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1 Le Tableau 3.4 montre l'existence et la stabilité des équilibres Ey, Eq,
E; et E. dans les régions du diagramme opératoire de la Fig. 3.4.

| D (a) r, | D (b) I,

SO

T 1
0 0.05 0.10 0.15 0.20 0 0.05 0.10 0.15 0.20

: . S0 : : .

FIGURE 3.4 — Diagramme opératoire du systéme (3.30) ot y; sont donnés par (3.34) et les courbes
I'{ ne se croisent pas. (a) : L'apparition de la région de bistabilité Js, suivie de la disparition de la
région de coexistence [J7. (b) : L'apparition de la région de coexistence [J7. Les parametres biologiques
utilisés pour construire les Figs. 3.4(a,b) sont exactement les mémes, sauf que les valeurs de w;7y; ont
été inversées.

Regions | Ey E; E; E.

Ji S

J2 I S

Ts I 1 S

A I S 1

Js I S

Jo |1 s s 1
J7 I I I

TABLE 3.4 — Existence et stabilité des équilibres dans les régions du diagramme opératoire de la
Fig. 3.4, lorsque les courbes <y{ ne se coupent pas.

3.2.2 Diagramme opératoire : Les courbe I'{ et I'; se coupent

Ce cas correspond aux valeurs des parametres indiquées dans le Tableau 3.3,
Cas (c). Dans ce cas, les courbes I'{ et I'; se coupent. Nous tragons également sur le
diagramme opératoire de la Fig. 3.5 la ligne horizontale I'3 définie par :

I's ={(D,s%) : D =1.1769,5° > 0.0207},

ot (S° = 0.0207, D = 1.1769) est un point maximum de la courbe I'S. Dans ce cas,
les courbes I'y, I, TS, TS et I's séparent le plan opératoire (D, S°) en huit régions
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distinctes, comme illustré sur la Fig. 3.5, étiquetées 71, Jo, J3, Ju, J5, Ts, J7 et
Js. Dans la région Jg, le systéeme présente une bi-stabilité de E; et E?. Les autres
régions sont définies comme dans la section précédente. Le diagramme opératoire
est illustré a la Fig. 3.5. D’apres le Tableau 3.5, on déduit le résultat suivant :

Proposition 3.2.2 Le Tableau 3.5 montre l'existence et la stabilité des équilibres Eg, Eq,
Ey, E! et E? dans les régions du diagramme opératoire de la Fig. 3.5.

4-D r1
Regions | Ey E; E, E! E?

34 jl S

T2 I S

T3 I S 1
2 T4 I I 5

N I S

Js I § S 1
. J7 I 1T I S

Js I S 1T T S

TABLE 3.5 — Existence et stabilité des équi-

0

libres dans les régions du diagramme opéra-
toire de la Fig. 3.5.

T T T 1
0 0.05 0.10 0.15 0.20

FIGURE 3.5 — Diagramme opératoire du sys-
teme (3.30) ol les courbes IS se croisent.

3.3 Cas de l'inhibiteur produit par une espéce et est
affectée par lui

Nous nous intéressons ici a I'étude du modele (3.1) dans le cas a; = 0 et ou la
fonction p; ne dépend que de S. Le modele s’écrit

S = ("= S)D — (S, p)— — pa(S) L
T T2

x' = [m(S,p) — D]x (3-39)
v = [u2(S) —Dly
p' = ap1(S,p)x — Dp.

Ce modele a été étudié par Freitas et Fredrickson [7] dans le cas ot les fonctions de
croissance y;, i = 1,2, sont de la forme

mZS

S
™ )/ #2(S) = P (3-40)

p
(a1 +S ) (1 + E
ou m;j, a;, i = 1,2 et K sont des parametres constants positifs.
Dans ce paragraphe, nous supposons que les fonctions de croissance sont plus
générales et vérifient les hypotheses suivantes :

mi(S,p) =
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(H1) : 111(0,p) =0 et u1(S,p) > 0 pour tout S > 0 et tout p > 0.
(H2) : E;—P;l(s,p) >0 et %(S,p) < 0 pour tout S > 0 et tout p > 0.
(H3) : 112(0) =0 et u5(S) > 0 pour tout S > 0.

Proposition 3.3.1 Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (3.39) restent posi-
tives et bornées pour tout t > 0. De plus, I’ensemble compact

Q:{(S/x/y,P)EIRi:p:oclx, S—|—£+i:50}
o2

est attracteur positif invariant de toutes les solutions du systéme (3.39).

Ce résultat est montré en utilisant des arguments similaires a ceux de la Propo-
sition 3.1.1.

Pour étudier 1'existence des points d’équilibre du systéme (3.39), nous définis-
sons les fonctions suivantes

f1(8) = u1(5,0),  f2(S) = ua(S) et gi(p) = p1(+o0,p).

Les fonctions f;, i = 1,2, sont strictement croissantes et strictement positives pour
tout S > 0. Si les équations f1(S) = D et f,(S) = D admettent des solutions, elles
sont uniques et nous définissons alors les seuils de croissance comme suit :

M=f1(D) et A=f,"(D)=p, (D). (3-41)

Sinon, on pose : A = +o0 et Ay = +o0. La fonction g; est strictement décroissante
et strictement positive pour tout p > 0, et nous avons

81(0) = p1(+00,0) = f1(+00).

Si I’équation g1(p) = D admet une solution, alors on pose :

pi =g, (D). (3.42)

Sinon, on pose : p] = +oo.

3.3.1 Existence des équilibres

Nous étudions dans la suite 1'existence et 1'unicité des points d’équilibre du
systeme (3.39). Nous démontrons le résultat suivant :

Proposition 3.3.2 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Soit Ly et Fy définies
par (3.11) et (3.12), respectivement. Les points d’'équilibre du systeme (3.39) sont donnés
par
— L'équilibre de lessivage, Eo(S°,0,0,0), qui existe toujours.
— L'équilibre d’extinction de y, E1(S1,x1,0, p1), qui existe si et seulement si Ay < S°,
avec Sy est la solution de I'équation

F(S)=Li(S), x1=71(8"=51), et p1=a171(S° = Sy).
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— L’équilibre d’extinction de x, Ex(A2,0,12,0), qui existe si et seulement si Ay < so,
avec
y2 = 72(8° = Ay).

— L’équilibre de coexistence, E.(Aa, Xc, Ye, Pc), qui existe si et seulement si Ay < SO et
A < Ay < 54, avec

1 1
X = —Fl(/\z), ]/c =72 SO — )\2 — —Fl (/\2) et Pc = Pl()tz).
X a171

Démonstration. Les équilibres du systéme (3.39) sont donnés par les solutions des
équations

X
(S°=S)D = (S, p)— + pa() L
T T2
x=0 ou um(S,p)—D=0 (3.43)
y=0 ou mup(S)—D=0
a111(S, p)x = Dp.
On peut facilement vérifier 1'existence de 1'équilibre de lessivage EO(SO, 0,0,0).

eSiy = 0etx > 0, alors de la deuxieme équation de (3.43), nous avons
11(S, p) = D, et de la premiere équation, on obtient

x=n(8"-5), (3.44)

tandis que la quatriéme équation nous donne p = x;x. Par conséquent,

p=Li(S) == a111(S° - S). (3-45)

La fonction L; est strictement décroissante, avec Li(0) = a;71S° et L1(S°) = 0.
Maintenant, en utilisant le Lemme 3.1.1, pour tout S > 0 et tout p > 0, I’équation
11(S, p) — D = 0 définit une fonction

p = Fi(S). (3-46)

La fonction F; est strictement croissante, avec Fi(A1) = 0 et limg ,o F1(S) =
81 L(D). Les points d’équilibre sont les points d’intersection des graphes des fonc-
tions

p=1L1(S) et p=F(S).

Puisque la fonction L est strictement décroissante et la fonction F; est strictement
croissante, alors il existe une unique solution S; si Ay < SY et aucune solution si
A1 > SY (voir Fig.3.6). En remplacant S par S; dans les équations (3.44) et (3.45) on
obtient x; = 91 (S° — S1) et p1 = a171(S” — S1). C'est I'équilibre d’extinction de y,

E1(S1,x1,0,p1).

e Siy > 0etx =0, alors de la troisieme équation de (3.43), on obtient S = A,,
et de la premiere équation, nous déduisons qu’alors y, = 72(S — A,), tandis que
la quatrieme équation nous donne p = 0. C’est 1’équilibre d’extinction de x,

E2 (AZI 0/ ]/2, 0) .

86



Chapitre 3. La compétition dans le chémostat avec inhibiteur interne

e Six > 0ety >0, alors de la troisieme équation de (3.43), nous obtenons

Se = Ao (3-47)

En remplacant S par A, dans la seconde équation de (3.43), on déduit

pe=hH (A2) (3-48)

qui est unique par la monotonicité de la fonction F;. De plus, on peut résoudre la
derniére équation de (3.43) pour x pour donner

1
xe = —F(A2). (3-49)
X1

De la premiere équation (3.43) nous avons

1
Ye=72|8"— Ay — mFl(/\z) : (3-50)

Par conséquent, un équilibre strictement positif E.(Sc, xc, ¢, pc) du systeme (3.43),
s’il existe, est unique.

Nous étudions maintenant les conditions d’existence de 1'équilibre strictement
positif E.. Nous notons d’abord que

YoV g0 N> 0= A< S (3.51)
o2

De plus, nous avons x. > 0 si et seulement si p. > 0. Comme la fonction F; est
croissante, et Fj (A1) = 0, nous avons

Pec > 0 < Pl(AZ) >0 <~ Fl(/\z) > Fl(Al) < Ay > Aq. (3-52)

D’autre part, en utilisant (3.50), (3.47) et (3.49) nous avons

1
ye >0 <= mFl(/\z) < SN <= F(A) < Li(A) <= A, < S1.  (3.53)

Finalement de (3.51), (3.52) et (3.53) on déduit que 'équilibre strictement positif E,
existe si et seulement si Ay < S%et A; < Ay < S. ]

3.3.2 Stabilité locale des points d’équilibre

Nous proposons dans la suite 1’étude de la stabilité locale des points d’équilibre
du systéme (3.39). En utilisant le changement de variable

2=8"-S—x/m1—y/7
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Eo
0 Ay So=S.=A S &0

E,

FIGURE 3.6 — Projection des points d’équilibre Eo, E1, E; et E. dans le plan (S, p) et conditions
d’existence et de stabilité de ces points. Les points d’équilibres stables sont désignés par des cercles
pleins et les points d’équilibres instables sont désignés par des cercles vides.

dans le systeme (3.39), on obtient le systeme en cascade équivalent suivant :

Y = —-DX
X _ Y
X = SO—Z————,)—D}x
{m( M P
- Py X _ Y )_Dl (3:54)
Yy {W( m 7 p Yy
QR (50—2—1—1, )x—D .
(7 1 oot p
Maintenant, on fait le changement de variable I' = p — a;x dans (3.54). Alors,
puisque I'" = —DT, il est simple de vérifier que le systéme (3.54) est équivalent a
( T/ = —-DT
Y = —-DX
X _ Y
x' = SO—Z————,IHL(xx)—D}x )
{m < . 1 (3-55)
I= 50—2—1—1,,1—'—1—&2()—13] :
\ J {yz < 72 ! Y

La matrice jacobienne associée a la linéarisation de (3.55) évaluée au point d’équi-
libre E* = (0,0, x*,y*), prend la forme triangulaire :

—-D 0 0
] = 0 —-D 0
A B M
oll M est la matrice carrée suivante
mi1 MmMip
M = , .56
{ e ] (3-56)
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avec
—-10 0
my = (?ﬂ —|—041%> X+ 1 (S° —x* /1 —y* /v, 01x*) = D,

oy = 10 . Z10m
12 72 95 ’ 21 — - aS}/,

My = ,Y——Szy* + u2(8° — x* /91 —y*/72) — D.

Par conséquent, les valeurs propres de | sont —D, —D, ainsi que les valeurs
propres de la matrice M. Dong, le point d’équilibre E* est localement exponentiel-
lement stable (LES) si et seulement si les valeurs propres de M sont a partie réelle
strictement négative.

La stabilité locale des équilibres du systeme (3.55) est donnée par le lemme
suivant :

Lemme 3.3.1
— Ey est LES si et seulement si Ay > SY et Ay > S° Dans ce cas E;, E; et E,
n’existent pas.
— Si Eq existe, alors il est LES si et seulement si 51 < A».
— Si E; existe, alors il est LES si et seulement si Ay < Aq.
— Des que I'équilibre strictement positif E. existe, il est LES.

Démonstration.
o A I'équilibre Ey, La matrice M définie par (3.56) est égale a
u1(8%,0) - D 0

MO - [ 0 ;I/lz(SO) —D

Les valeurs propres de My sont #1(S%, 0) — D et 15(S%) — D. Alors, I'équilibre E est
localement exponentiellement stable si et seulement si 11(SY,0) < D et 115(S°) < D,
ce qui est équivalent a A; > S% et Ay > SO.

e Supposons que 1'équilibre E; existe, c’est-a-dire A; < SY. A 1'équilibre E;, La
matrice M définie par (3.56) est égale a

—1dm 1 ) —10dp
———(x1,0) + a1 =——(x1,0) | x ———(x1,0)x
M, = (7185(1) 18p(1) ! yzas(l)l
0 #2(S° —x1/71) =D

Les valeurs propres de M; sont les éléments diagonaux. Une valeur propre est
négative. Alors, I'équilibre E; est LES si et seulement si us(S° — x1/71) = D =
#2(51) — D < 0, ce qui est équivalent a 51 < As.

e Supposons que l'équilibre E, existe, c’est-a-dire Ay < S°. A I'équilibre E», la
matrice M définie par (3.56) est égale a
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11(S° —y2/72,0) = D 0

—18“142 —18‘112
oy a5 Oyl o (0 y2)y

Donc, a nouveau, les valeurs propres de M, ne sont que les éléments diago-
naux. Une valeur propre est négative. Alors, 1'équilibre E, est LES si et seule-
ment si #1(S° — y2/72,0) = D = u1(A2,0) — D < 0, ce qui est équivalent a
“l/ll()xz,O) < }/ll()\l,O), c’est-a-dire, Ay < Aq.

My =

e A I'équilibre positif E., La matrice M définie par (3.56) prend la forme :

10 0 —18
(’)’1 ;;1 (xXc, Ye) + a1 ;;1 (xc,yc)) Xc aysl (Xc, Ye)xc
Mc -
—18]42 (X ) _1 aﬂz( )
1 ag Vrerdede 2 05 Verdelde

Comme

10 0 10
tr(Mc) = ,1/11 ( Xc, ]/c) +oa1—=— 11 (xc, ]/c) Xc+ __]/12 (xc; yc)]/c <0
ap 2 0S

’)/1 aS
et 3 3
det(Mc) = ? |: aysz( cr yc) a;l/;l (xC/yC):| XclYe > 0,
alors les deux valeurs propres de M, sont de partie réelle strictement négative. Par
suite, I’équilibre E. est LES. O

Par la Proposition 3.3.2 et le Lemme 3.3.1, on peut facilement obtenir le résultat
suivant.

Proposition 3.3.3 L'équilibre strictement positif E. existe et est LES si et seulement si Ep
existe et est instable, et si Eq existe, il est également instable (voir Fig.3.6).

Le tableau suivant résume tous les résultats sur l’existence et la stabilité locale
des équilibres de (3.39),

Equilibres Existence LES
E Toujours A >SVet Ay > S0
Eq AM < SO 51 < Ay
E> Ay < sY Ay < M
E. Ay < S%et Ay < Ay < Sy LES lorsqu’il existe

TABLE 3.6 — Existence et stabilité locale des équilibres du systeme (3.39).
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Nous pouvons vérifier le résultat suivant de la méme manieére que pour le Théo-
reme 3.1.

Théoreme 3.2 Deés que I'équilibre strictement positif E. existe, il est globalement asympto-
tiguement stable (GAS) par rapport aux solutions avec des conditions initiales strictement
positives.

3.3.3 Diagramme opératoire

Nous supposons que j1 et pp sont fixés, et sans perte de généralité, on peut
supposer que les coefficients de rendement sont égaux a 1 (y; = 92 = 1). Par
conséquent, nous considérons le systéme

S = ESO(— S))D—Tl(S,p)x—Hz(S)y

x' = [u(S,p) — Dlx

V= () Dy (3-57)
' = au(S,p)x — Dp.

Soient I' et I'; les courbes associées aux équations D = u1(S%,0) et D = uy(S°),
respectivement,

I ={(D,S%:5°=A{(D)},
I, ={(D,8%:8%=Ay(D)}.

D’apreés le Tableau 3.6, la courbe I'; est la frontiére pour laquelle E; existe (la courbe
en noir sur la Fig. 3.7), la courbe I'; est la frontiére pour laquelle E; existe (la courbe
en bleu sur la Fig. 3.7).

Rappelons que S; est défini comme la solution de Fi(S,D) = L;(S,S°).
Par conséquent, S; dépend des parameétres opératoires D et S°. On le note par
S1(D, SO). On définit les ensembles

(3-58)

I = {(D,S%) : $1(D,S%) = A»(D)},

IS ={(D,S°% : A(D) = A,(D)}, (3.59)

qui sont des courbes dans le cas générique. Si les courbes I';, i = 1,2, se coupent en
un point (D, S?) du plan, alors les courbes I'¢ se coupent au méme point.

Les courbes I'] et I'; sont les frontieres pour lesquelles E; et E; sont instables et
en méme temps E, existe (les courbes en rouge et en vert sur la Fig. 3.7, respective-
ment).

Par conséquent, les courbes I'y, I';, I'] et I'; séparent le plan opératoire (D, SO)
en six régions distinctes, comme illustré sur la Fig. 3.7 ci-dessous, étiquetées J;,
J2, T3, Ju, T5 et Je.

Pour tracer le diagramme opératoire, on doit choisir les fonctions y;, i = 1,2,
et fixer les valeurs des parameétres biologiques. A cet effet, nous considérons le
modele général (3.57) avec des fonctions de croissance y;, i = 1,2, de Monod

S S
Sml : AV 1 (S) = a:nj_ % (3.60)
(al + ) ( + E)

ni(S,p) =
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On peut facilement vérifier que les fonctions y;, i = 1,2, satisfont les hypothéses
Hz1 a Hs.

Les expressions des fonctions F; et L; définies par (3.12) et (3.11), respective-
ment, peuvent étre calculées explicitement :

Kl[(ml — D)S — LllD]
D(a1 +5)

F(S,D) = et Li(S,5%) =a;1(S°—9). (3.61)

D’autre part, la solution S(D, S°) de 1’équation F;(S;, D) = L1(S1,S°) est sim-
plement la solution positive de I’équation quadratique :

Ky[(my — D)S1 —a1D] = a1 D(S° — S1) (a1 + S1). (3.62)

Pour les simulations numériques, nous allons utiliser les valeurs nominales du
Tableau 3.7 données dans [7].

Parametres | mqy m» a1 ap Ki  m
Unités [ e A A
Valeurs | 1.0 2.0 001 004 001 0.1

TABLE 3.7 — Les valeurs des parametres utilisées pour (3.57).

Nous tragons les diagrammes opératoires dans le plan (D, S°) pour ces valeurs.
Dans ce cas, les courbes I'y et I'; du diagramme opératoire, données par (3.58)
sont les frontieres pour lesquelles E; et E; existent, respectivement. A c6té de ces
courbes, nous tragons aussi sur le diagramme opératoire de la Fig. 3.7, les courbes
I'{ et I'5. D’apres le Lemme 3.3.1, ces courbes séparent les régions d’existence de E;
et E; en trois sous-régions étiquetées Jo U J3, Js U J5 et Js, de sorte que E; soit
LES dans J4 U J5, et telles que E; soit LES dans J> U J3. D’autre part, I'équilibre
strictement positive E. est toujours LES dans sa région d’existence J¢, et I'équilibre
Eg est LES dans J;. Le diagramme opératoire est illustré a la Fig. 3.7. D’aprés le
Tableau 3.8, on déduit le résultat suivant :

Proposition 3.3.4 Le Tableau 3.8 montre l'existence et la stabilité des équilibres Ey, Eq,
E; et E; dans les régions du diagramme opératoire de la Fig. 3.7.
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Regions | Ey E; E; E.
Ji S
T2 I S
T3 I I S
/! I S 1
NG I S
Js I T I S
S0 TABLE 3.8 — Existence et stabilité des équi-
" 0.05 0.10 0.15 0.20 libres dans les régions du diagramme opéra-
5 toire de la Fig. 3.4.
FIGURE 3.7 — Diagramme opératoire du sys-
teme (3.30).

3.4 Une seule espéce produit une toxine qui inhibe
I"autre

On s’intéresse, dans cette partie, a 1'étude du modele (3.1) dans le cas ap = 0 et
ol la fonction p; ne dépend que de S. Le modele s’écrit

X
§' = (S"=S)D — py(S)= — pa(S, p)L
7 72

x' = [p(S) - Dx (3.63)
y' = [m(S,p)—Dly
p' = mpa(S)x — Dp.

Ce modele a été étudié par Hsu et Waltman [23] dans le cas ou les fonctions de
croissance y;, i = 1,2, sont de la forme

- m15 . 71125 —Kp
mS) =~ mSp) =

oum;, a;, i = 1,2 et K sont des parametres constants positifs.

Dans ce qui suit, nous supposons que les fonctions de croissance sont plus
générales et vérifient les hypotheses suivantes :

(H1) : 112(0,p) = 0 et up(S,p) > 0 pour tout S > 0 et tout p > 0.

0 0
(H2) : BLSZ(S,;?) >0 et aipz(s,p) < 0 pour tout S > 0 et tout p > 0.
(H3) : 111(0) =0 et ¢4 (S) > 0 pour tout S > 0.

(3-64)

Proposition 3.4.1 Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (3.63) restent posi-
tives et bornées pour tout t > 0. De plus, I’ensemble compact

Q:{(S/x/]/,P)ElRi:p:oalx, S+i_‘_lzso}
Y72
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est attracteur positif invariant de toutes les solutions du systéme (3.63).

Ce résultat est montré en utilisant des arguments similaires a ceux de la Propo-
sition 3.1.1.

Pour étudier 1'existence des points d’équilibre du systéeme (3.63), nous définis-
sons les fonctions suivantes

f1(8) = mi(S),  fa(S) = p2(S,0) et ga(p) = pa(+oo,p).

Les fonctions f;, i = 1,2, sont strictement croissantes et strictement positives pour
tout S > 0. Si les équations f1(S) = D et f,(S) = D admettent des solutions, elles
sont uniques et nous définissons alors les seuils de croissance comme suit :

M=f'(D)=u"(D) et Ay=f, (D). (3.65)

Sinon, on pose : A = +o0 et Ay = +00. La fonction g, est strictement décroissante
et strictement positive pour tout p > 0, et nous avons

§2(0) = p2(+00,0) = fo(+00).

Si I’équation g>(p) = D admet une solution, alors on pose :

ps =85 (D). (3.66)

Sinon, on pose : p; = +o00.

3.4.1 Existence des équilibres

Nous étudions dans la suite I'existence et 1'unicité des points d’équilibre du
systeme (3.63). Nous démontons le résultat suivant :

Proposition 3.4.2 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Soit Ly et F, définies
par (3.11) et (3.15), respectivement. Les points d’équilibre du systeme (3.63) sont donnés
par
— L'équilibre de lessivage, Eo(S°,0,0,0), qui existe toujours.
— L'équilibre d’extinction de y, E1(A1, x1,0, p1), qui existe si et seulement si Ay < S,
avec
x1=1(8"—N), et pr=a;71(S°—Aq).

— L’équilibre d’extinction de x, Ex(A2,0,12,0), qui existe si et seulement si Ay < SY,
avec
y2 = 72(5° = A2).
— L'équilibre de coexistence, Ec(A1, Xc, Ye, Pc), qui existe si et seulement si Ay < Ay <
SO et Fr(A1) < Li(Aq), avec

1 1
Xe = —Fz(/\l), yc =72 SO — }\1 — —FZ()H) et Pc = Fz(/\l).
X X171
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Démonstration. Les points d’équilibre du systeme (3.63) sont solutions des isoclines
nulles

9 (3.67)

On peut facilement vérifier I'existence de 1’équilibre de lessivage Eq(S°,0,0,0).

e Siy =0etx >0, alors de la deuxieme équation de (3.67), nous avons S = Ay,
et de la premiere équation, nous déduisons qu’alors x; = 1(S” — A1), tandis que la
quatriéme équation nous donne p; = a1791(S° — A1). C’est I'équilibre d’extinction
de y,

El()\ll x1,0, Pl)

e Siy > 0etx =0, alors de la quatriéme équation de (3.67), on obtient p = 0, et
de la troisieme équation, nous déduisons qu’alors S = A,. tandis que la premiere
équation nous donne vy, = 72(50 — Ap). C’est 1’équilibre d’extinction de x,

E>(A2,0,y2,0)

e Six > 0ety >0, alors de la deuxieme équation de (3.67), nous obtenons
Sc = Aq. (3.68)
En remplacant S par A; dans la troisiéme équation de (3.67), on déduit

pe = (A1) (3-69)

qui est unique par la monotonie de la fonction F,. De plus, on peut résoudre la
derniére équation de (3.67) pour x pour obtenir

1
Xe = _FZ(/\l)' (3.70)
X1

De la premiere équation (3.67) nous avons

1
Ye=72[S"— Ay — HFZ(M) . (3.71)

Par conséquent, un équilibre strictement positif E.(S., xc, Y, pc) du systeme (3.67),
s’il existe, est unique.

Nous étudions maintenant les conditions d’existence de 1'équilibre strictement
positif E..

Nous notons d’abord que

Yo e _ g0 A >0e= 0 < SO (3.72)
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De plus, nous avons x. > 0 si et seulement si p, > 0. Comme la fonction F, est
strictement croissante, et F;(A;) = 0, nous avons

pe > 0<= F(A) >0<= FE(M) > B(A) <= A1 > Ay (3.73)

D’autre part, en utilisant (3.71), (3.68) et (3.70) nous avons

1
Ye > 0 = ml—}()\l) <S8\ <= FB(A) < Li(Ay). (3.74)
Finalement de (3.72), (3.73) et (3.74) on déduit que 1'équilibre strictement positif E.
existe si et seulement si Ay < A < S% et F(A1) < Li(Aq). O
p A
E.t
b
EC 3//
E Eo s
0 /\2 51 = Sc = /\1 SO

FIGURE 3.8 — Projection des points d’équilibre Ey, E1, E; et E. dans le plan (S, p) et conditions
d’existence et de stabilité de ces points.

3.4.2 Stabilité locale des points d’équilibre

Nous étudions dans la suite la stabilité locale des points d’équilibre du systeme
(3.63). En utilisant le changement de variable

>=8"-S—x/v1—y/7

dans le systeme (3.63), on obtient le systéme en cascade équivalent suivant :

(Y = —Dx
X = {ptl(SO—Z—i—l)—D}x
72
;o 0y X Y )_D} (3.75)
y [l/l2< " ’sz Y
"= a (SO—Z—i—l>x—D.
[ 7 e Mmoo 7 P
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Maintenant, on fait le changement de variable I' = p — a;x dans (3.63). Alors,
puisque I" = —DT, le systéme (3.75) peut étre remplacé par

(' = —Dr
Y = -D¥
x y
¥ = SO—Z————)—D}x
{P‘l( TN (3.76)
= 50—2—1—l,r+ax>—D] .
\ Y {FZ( Y2 ! Y

La matrice jacobienne associée a la linéarisation de (3.76) évaluée au point d’équi-
libre E* = (0,0, x*,y*), prend la forme triangulaire :

—D 0 0
] = 0 —-D 0
A B M
oll M est la matrice carrée suivante
mi1 MmMip
M= , .
{ . } (3.77)
avec 13
—lop 0 * *
= — S - - - D/
my - 55 ¥ + 11 ( x*/v1—y"/72)

. B —1dup o2\
mip = - an' My = (’71 55 +(X18p)y’

mzzz—ﬂy —f—‘Z/lz(SO_x /’Yl_y /72/0‘13( )_D
Y2 95

Par conséquent, les valeurs propres de | sont —D, —D, ainsi que les valeurs
propres de la matrice M. Dongc, le point d’équilibre E* est localement exponentiel-
lement stable (LES) si et seulement si les valeurs propres de M sont a partie réelle
strictement négative.

La stabilité locale des équilibres du systeme (3.76) est donnée par le lemme
suivant.

Lemme 3.4.1
— Eq est LES si et seulement si Ay > S% et Ay > S°. Dans ce cas Eq, E, et E,
n’existent pas.
— Si Eq existe, alors il est LES si et seulement si L1(A1) < F(Aq).
— Si E; existe, alors il est LES si et seulement si F(A1) > 0.
— Des que I'équilibre strictement positif E. existe, il est instable.

Démonstration.
e A l'équilibre Ey, la matrice M définie par (3.77) est égale a

(%) —D 0

M
0 0 12(S°,0) — D
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Les valeurs propres de My sont u1(S°) — D et u2(S° 0) — D. Alors, 'équilibre E
est localement exponentiellement stable si et seulement si 11 (S°) < D et u2(S°,0) <
D, ce qui est équivalent a A; > S? et A, > SO.

e Supposons que I'équilibre E; existe, c’est-a-dire A; < S°. A 1’équilibre Ey, la
matrice M définie par (3.77) est égale a

—10m —1dm
1,0)x ———(x1,0)x
M = 7185( )x1 was(l)l
0 2 (S® — x1/71,41%1) — D

Les valeurs propres de M; sont les éléments diagonaux. Une valeur propre est
négative. Alors, I'équilibre E; est LES si et seulement si yz(SO —x1/7,01%1) — D =
t2(A1, p1) — D < 0, ce qui est équivalent a p; > F,(Aq), c'est-a-dire, L1 (A1) > Fo(A1)

e Supposons que 'équilibre E; existe, c’est-a-dire A, < S°. A 1’équilibre E, la
matrice M définie par (3.77) est égale a

11(S% —y2/72) — D 0

My=| /-19 d ~19
—92 H2 —9H2
(5920w +0920m ) = T 0w

Donc a nouveau les valeurs propres de M; ne sont que les éléments diagonaux.
Une valeur propre est négative. Alors, 1'équilibre E, est LES si et seulement si
11(S° —y2/72) — D = u1(A2) — D < 0, ce qui est équivalent a Ay < Ay.

e A l'équilibre positif E., la matrice M définie par (3.77) prend la forme :

—1op —lom
71 S —= (X, ye)xe 72 S —= (X, ye)xe

—1 a]/lz

M. = 1duy ou
2 2
<’)’1 35 (xc,Ye) +a1—=— p (xmyC)) Ye 72 95 —= (Xe, Ye)ye

Nous avons

d d
det(M,) = - { ;;2( Xerye) S (xc,yc)] xcye < 0.
Par conséquent, les deux valeurs propres de M, sont réelles et de signes opposés.
Par suite, dés que I'équilibre E. existe, il est instable. O

De la Proposition 3.4.2 et du Lemme 3.4.1, on peut facilement déduire le résultat
suivant.

Proposition 3.4.3 L'équilibre strictement positif E. existe et est instable si et seulement si
les équilibres Eq et E, existent et sont LES (voir Fig.3.8).
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Le Tableau suivant résume tous les résultats sur ’existence et la stabilité locale
des équilibres de (3.63) :

Equilibres Existence L.ES
Eo Toujours A > S0et Ay > SO
Eq A< SV FZ()\l) <Ly (/\1)
E, Ay < SO FZ(/\l) >0
E. M < SYet0< F(A) < Li(A) Instable lorsqu’il existe

TABLE 3.9 — Existence et stabilité locale des équilibres du systeme (3.63).
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OUTILS MATHEMATIQUES

Dans cette partie nous exposons quelques notions mathématiques que nous
avons utilisés dans cette these.

A.1 Systémes dynamiques

Un systeme dynamique est un modele permettant de décrire 1’évolution au
cours du temps d'un ensemble d’objets en interaction. Cet ensemble d’objets est
défini par le modélisateur. On suppose que l'état d'un systéeme, a un instant donné,
peut étre représenté par un élément x d'un espace d’état D qui est un ouvert de R".
L'évolution du systéme peut étre décrite par un systeme différentiel sur D qu’on
écrira p

d—f =f(x), xe€D (A1)

ou f : D — IR" est une fonction continue.

Définition A.1 Soit x une fonction d'une partie de R dans R".
1. La fonction x est dite solution de (A.1) sur un intervalle I C R dans D si elle est
définie et continiiment dérivable sur 1, et si x satisfait (A.1).
2. Le sous-ensemble {x(t) : t € I} de D est appelé 'orbite (ou la trajectoire) de la
solution x.
3. Soit a € D. Résoudre le probleme de Cauchy associé au systeme (A.1) consiste en la
détermination des solutions du systeme (A.1) satisfaisant la condition initiale

x(0) = a.

Théoréme A.1 (Existence et unicité) Il existe 6 > 0 et une unique solution du probleme
de Cauchy x' = f(x), x(0) = a, définie sur | —6,4|.

La solution locale dont l'existence est garantie par ce théoréme est définie en
fait sur un intervalle maximal I(a) =]tmin(a), tmax(a)[, dépendant du point initial
a € D. On note par x(-,a) cette solution maximale.

A.2 Orbites et ensembles invariants.
Définition A.2 L’orbite (ou la trajectoire) d'un point a € D est I'ensemble

y(a) ={x(t,a):t€I(a)} C D
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ot x(-,a) est 'unique solution du probleme de Cauchy.

Parmi les solutions dun systeme différentiel on distingue les points d’équi-
libres (ou états stationnaires) qui jouent un réle important dans la description des
propriétés du systeme.

Définition A.3 Un point x* est un dit point d’équilibre du systeme (A.1), si f(x*) =0,
ou bien de maniere équivalente, si la fonction x(t) = x* est une solution de (A.1).

Définition A.4 Un point x( est dit périodique, s'il existe T > 0 tel que x(T, xp) = x¢ et
x(T,x0) # xo pour tout t €0, T].

Si le systeme posséde un point périodique xy de période T, alors la solution
correspondante x(., xg) est T-périodique.

Définition A.5 Un sous-ensemble S de D est dit invariant par le systeme (A.1) si pour
tout xg € Settoutt € Rona x(t,x9) € S. Si S vérifie la propriété x(t, xo) € S pour tout
xo € S et tout t > 0 alors on dit que S est positivement invariant.

Si S est invariant et x € S alors l'orbite y(x) est incluse dans S. Par conséquent
un ensemble invariant est une réunion d’orbites.

A.3 Ensembles limites.

Définition A.6 Un point y de D est dans 'ensemble w-limite de a € D, noté w(a), s'il
existe une suite t — +oo telle que x(t,a) — y lorsque k — —+oo. Un point y est dans
I'ensemble a-limite de a, noté w(a), s'il existe une suite tp — —oo telle que x(ty,a) — y
lorsque k — +o0.

Si a est un point d’équilibre ou bien un point périodique alors w(a) = a(a) =
v(a). Si a et b sont dans la méme orbite alors w(a) = w(b) et a(a) = «(b), de
sorte que 1’on définit les ensembles limites d"une orbite comme étant les ensembles
limites de 1'un de ses points.

Proposition A.3.1 Un ensemble limite est fermé et invariant. Si une orbite est positive-
ment bornée alors son ensemble w-limite est non vide, compact et connexe.

A.4 Comportement asymptotique dans le plan.

Théoreme A.z2 (Poincaré-Bendixson) Si une orbite v d’un systeme d’équations différen-
tielles du plan est positivement bornée et que w(7y) ne contient pas de points d’équilibre
alors w(y) est une orbite périodique.

Le théoreme suivant fournit un critére qui nous permet de s’assurer qu'un sys-
teme différentiel du plan n’a pas d’orbite périodique.

Théoréme A.3 (Critere de Dulac-Bendixson) Considérons le systeme x' = f(x) dans le
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plan. Si divf = df1/0x1 4+ df2/0xy est de signe constant et non identiquement nulle dans
une région simplement connexe () du plan alors Q) ne contient pas d’orbite périodique.

A.5 Notion de stabilité des équilibres.

Soit x* € D un point d’équilibre du systeme (A.1).

Définition A.7
1. On dit que x* est un point d’équilibre stable pour (A.1) si pour tout € > 0, il existe
0 > 0 tel que pour toute condition initiale xy on ait :

lxo — x*|| <6 = ||x(t,x0) —x*|| <€, Vit>0.

2. Le point d’équilibre x* est dit attractif s’il existe > et un voisinage B C D de x*
tels que pour toute condition initiale xo € B on ait :

*

— * 1 f—
|xo — x*|| < = tgrfoox(t,xo) x*.

3. L'ensemble B = {xog € D : lim;, 4 x(t,X9) = x*} est appelé le bassin d’attrac-
tion de x*.

4. Si les solutions tendent vers I'équilibre x* quand t tend vers —oo on dit que I'équi-
libre est répulsif.

5. Le point x* est dit globalement attractif si lim;_, 1 x(t, x0) = x* pour toute condi-
tion initiale xo € D.

Définition A.8 (Equilibre asymptotiquement stable)
1. x* est un point asymptotiquement stable pour le systéme (A.1) s'il est stable et
attractif.
2. x* est un point globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est a la fois stable,
attractif et son basin d’attraction est D tout entier.

A.6 Linéarisation.
Soit x* € D un point d’équilibre du systeme (A.1). Le systéme linéaire

x' =Ax, avec A=

of  +
a(x)

est dit la linéarisation de (A.1) autour du point d’équilibre x*, ot A est la matrice
Jacobienne.

Définition A.9 L’équilibre x* est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de la ma-
trice Jacobienne A sont de partie réelle non nulle.

Définition A.10 L’'équilibre x* est appelé un puits (resp. une source) si toutes les valeurs
propres de la matrice Jacobienne A sont de partie réelle strictement négative (resp. positive).
Un point d’équilibre hyperbolique qui n’est ni un puits, ni une source est appelé un point
selle.
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Théoréeme A.4 Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne A sont de partie
réelle strictement négative, alors x* est un point d’équilibre localement asymptotiquement
stable pour le systeme (A.1). En revanche, si A admet au moins une valeur propre de partie
réelle strictement positive, alors x* est instable pour (A.1). Si toutes les valeurs propres de
la matrice jacobienne A sont de partie réelle strictement positive, alors x* est répulsif (et
donc instable).

A.7 Critere de Routh-Hurwitz.

Le critere de Routh-Hurwitz donne les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les racines d’un polyndome de degré n > 3 soient a partie réelle négative.

Supposons que le systéme (A.1) soit linéarisé et X’ = Ax est sa linéarisation
autour d'un point d’équilibre x*. Les valeurs propres de A sont les racines de son
polyndme caractéristique :

P(A) = A"+ A" 4 a2A 2 4 L Fa, A +ay.
Ainsi, on a le critere de Routh-Hurwitz suivant : Toutes les racines de 1’équation :
P(A) =0

ont des parties réelles négatives si et seulement si les inégalités suivantes sont
satisfaites

a1 as 4as 0
1 a ag . . 0
a] a 0 a .
a >0, 1 %150, 3 > 0.
1 ar . . .
0 ay

Par exemple, pour n = 3 les conditions de Routh-Hurwitz sont définis de la ma-
niere suivante :
a1 >0, a3>0, aja—az>0.

A.8 Systemes asymptotiquement autonomes.

Considérons un systeme différentiel non autonome dont le second membre dé-

pend aussi de la variable ¢ :

Z—f = f(t x) (A.2)
ou f : [a,+oo[xD — R" est une fonction continue, 2 un nombre réel et D est une
partie de R”. Une fonction x est dite solution de (A.2) sur un intervalle I C [a, +o0|
dans D si elle est définie et continiment dérivable sur I, et si x satisfait la relation
(A.2) sur L Si la fonction f admet des dérivées partielles continues par rapport aux

variables x;,i = 1..n, alors pour toute valeur initiale xy a l'instant initial ¢y (ou
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encore, de condition initiale (fo, xp)), le probléme (A.2) admet une unique solution
x vérifiant x(fp) = xp que 1’on note x(-, o, xp). Si cette solution est positivement
bornée, on définit son ensemble w-limite comme suit.

Définition A.11 Un point y est dans I'ensemble w-limite w(ty, xo) s'il existe une suite
ty — oo telle que x(ty, to, x9) — y lorsque k — —+oo.

Considérons 1'équation différentielle ordinaire suivante :

dx
Fri g(x), xeD (A.3)

Définition A.12 Le systeme différentiel (A.2) est dit asymptotiquement autonome et a
pour systeme limite (A.3), si f(t,x) converge vers g(x), lorsque t — oo, uniformément
sur toute partie compacte de D.

Définition A.13 On appelle polycycle d'un systeme différentiel un ensemble fini d’équi-
libres Ey,...,Ey, et d’orbites vy1,..., Yy telles que :

w(y) =E1=a(n) e w(v) =E=a(yi1), i=1...,k—1

Théoréme A.5 (Thieme) Si les points d’équilibres de (A.3) sont isolés, si toute les solu-
tions de (A.3) converge vers I'un de ces points d’équilibres, et si (A.3) n’admet pas de poly-
cycle, alors toutes les solutions de (A.2) converge aussi vers un point d'équilibre de (A.3).
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Résumé

Cette these s’attache a I'étude de modeéles de compétition et de coexistence de
deux especes microbiennes sur un seul nutriment dans un chémostat en présence
d’un inhibiteur. Nous distinguons deux types de sources d’inhibition, soit directe-
ment introduites dans le systéme (le probleme de I'inhibiteur externe), soit générées
par les concurrents sous forme de toxines (le probleme de l'inhibiteur interne). En
utilisant les fonctions de croissance générales, nous donnons une analyse complete
de I'existence et de la stabilité locale, mais également globale de tous les équilibres.
Notre contribution principale est la détermination du diagramme opératoire et la
déscription des différentes régions définies par lui. Ce diagramme de bifurcation
qui détermine 1'effet des parameétres opératoires, qui sont controlés par 'opérateur
et qui correspondent au taux de dilution et les concentrations d’entrée, est trés utile
pour comprendre les modéles du point de vue mathématique et biologique, et est
souvent construit dans la littérature.

Abstract

This thesis deals with the study of competition models of two microbial species
on a single nutrient in a chemostat in presence of an inhibitor. We distinguish two
types of sources, either input directly into the system (the external inhibitor pro-
blem) or generated by the competitors in the form of toxins (the internal inhibitor
problem). Using general monotonic growth functions, we give a complete analysis
of existence, local and global stability of all steady states. Our main contribution
is the determination of the operating diagram and the describtion of its various
regions. This bifurcation diagram which determines the effect of the operating pa-
rameters, that are controlled by the operator and which are the dilution rate and
the input concentrations, is very useful to understand the models from both the
mathematical and biological points of view, and is often constructed in literature.

PUBLICATIONS PERSONNELLES

e M. Dellal, M. Lakrib and T. Sari, The operating diagram of a model of two compe-
titors in a chemostat with an external inhibitor. Mathematical Biosciences, 302 (2018),

PP- 27-45-
ACTES DE COLLOQUES

e M. Dellal, M. Lakrib and T. Sari, La compétition dans le chémostat avec inhibiteur
externe. Poster. Séminaire TREASURE. Montpellier, Octobre 2015.

e M. Dellal, M. Lakrib and T. Sari, Compétition de deux especes microbiennes dans
un chémostat en présence d'un inhibiteur interne. Séminaire TREASURE. Tunisie,
Janvier 2017.

e M. Dellal, La compétition dans le chémostat avec inhibiteur interne. Poster. La
geme édition du colloque Tendances dans les Applications Mathématiques (TAM-
TAM) Tlemcen, Février 2019.



112



