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Est l’expression sous une forme mathématique d’une 
loi fondamentale de la physique

Les solutions mathématiques exactes sont considérées comme plus proches de la 
réalité que les approximations numériques



Est une approximation sous la forme d’une
“équation différentielle”

de “bilans de masse’’
Les simulations numériques ont plus de sens physique

que les équations différentielles



On suppose que la quantité de substrat est 
constante et largement supérieure aux 
capacités d’absorption d’une bactérie

Dans ces conditions constantes de 
croissance chaque bactérie se divise 
toutes les T unités de temps

On suppose que la population de départ 
n’est pas synchronisée

La Croissance Illimitée



T = journée

Au bout d’un mois ?

Calcul Direct

dt = heure

Résultat



T = journée

Au bout d’un mois ?

Calcul Direct

dt = minute

Résultat

Problème : dépend du choix de dt



Idéalisation mathématique

T = journée

Au bout d’un mois ?

Résultat



Calcul Direct 43 000 
Multiplications

Idéalisation 
mathématique

Historiquement

n = 10



Modèle aléatoire

N = 1000



Modèle aléatoire

N = 1000 000









Que veut dire dt petit ?
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LE MODÈLE HISTORIQUE Lotka-Volterra (1926)

˙ x = px ! xy

˙ y = xy !my

Equilibre : xe = m , ye = p



Existence d'une intégrale première :              
˙ x = px ! xy

˙ y = xy !my

d

dt
(x + y !m ln(x) ! p ln(y)) = 0

Les trajectoires sont des cycles

Persistance



˙ x = x ! xy

˙ y = xy !1.5y

UN MODÈLE PLUS RÉALISTE



(1973) Jost, Drake, Frederikson, Tsuchia.



Un modèle plus réaliste
˙ x =x-xy

˙ y =xy-my

La croissance de la proie x n'est plus linéaire

˙ x =x(1! x)-µ(x)y

˙ y =µ(x)y-my

Le taux de prédation (la quantité prélevée par
prédateur) n'est plus linéaire en x

xy  est remplacé par µ(x)y =
µmax x

e + x
y



˙ x = x(1! x) !
x

0.1+ x
y

˙ y = 0.1(
x

0.1+ x
! 0.3)y

Intégration pendant une

durée:

T = 100



˙ x = x(1! x) !
x

0.1+ x
y

˙ y = 0.1(
x

0.1+ x
! 0.3)y

Intégration pendant une
durée:

T = 270

T=0

T=100

T=270



˙ x = x(1! x) !
x

0.1+ x
y

˙ y = 0.1(
x

0.1+ x
! 0.3)y

Existence d'un cycle

limite

T = 500



CONCLUSION

Pour le modèle

˙ x = x(1! x) !
x

0.1+ x
y

˙ y = 0.1(
x

0.1+ x
! 0.3)y

Il y a un cycle limite
donc

Il y a persistance





Est-ce bien certain ?

Y a-t-il vraiment un cycle limite ?

Peut on démontrer mathématiquement

l'existence d'un cycle limite ?

Pour le système

˙ x = x(1! x) !
x

0.1+ x
y

˙ y = 0.1(
x

0.1+ x
! 0.3)y

Y a-t-il persistance ?



Le modèle

˙ x = x(1! x) !
x

0.1+ x
y

˙ y = 0.1(
x

0.1+ x
! 0.3)y

possède une certaine "raideur" on le remplace par :

˙ x = x(1! x) !
x

" + x
y

˙ y = #(
x

" + x
!m)y

et on fait varier les paramètres



! = 1

" = 0.5

m = 0.5

! = 1

" = 0.5

m = 0.35

! = 1

" = 0.5

m = 0.3

˙ x = x(1# x) #
x

" + x
y

˙ y = !(
x

" + x
#m)y



! = 0.5

" = 0.5

m = 0.3

! = 0.2

" = 0.5

m = 0.3

! = 0.1

" = 0.5

m = 0.3

˙ x = x(1# x) #
x

" + x
y

˙ y = !(
x

" + x
#m)y



! = 0.1

" = 0.5

m = 0.3

! = 0.1

" = 0.4

m = 0.3

! = 0.1

" = 0.3

m = 0.3

˙ x = x(1# x) #
x

" + x
y

˙ y = !(
x

" + x
#m)y



Analyse asymptotique (! " 0)

˙ x = x(1# x) #
x

$ + x
y

˙ y = !(
x

$ + x
#m)y

˙ x =
1

!
x(1# x) #

x

$ + x
y

% 
& ' 

( 
) * 

˙ y =
x

$ + x
#m

+ 
, 
- 

. 
/ 
0 y

! << 1

$
m

1#m

$

x0 1 !

y0 = 1

x(t) 1 ?

y(t) 1 ?
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Competitive exclusion principle
Harding Science 1960
The competitive exclusion principle, sometimes referred to as 
Gause's Law of competitive exclusion or just Gause's Law, states 
that two species that compete for the exact same resources cannot 
stably coexist.

Single-nutrient microbial competition: qualitative agreement 
between experimental and theoretically forecast outcomes.
Hansen SR, Hubbell SP. Science 1980



!"#$%&'()*+,
-./(0123/45456/(/7089:51;(3<5;0538/=(!"#$%"$&>)*+,?

@$/97(19(389:5/9<:(/:3A0/:(3<B:/;4C;4(D/:(21D/:(DE94585:C451;(D/:(</::19<0/:(5D/;45F9/:(;/(3/96/;4(
01/75:4/<(DC;:(9;(/;65<1;;/2/;4(:4CG8/=(8C(389:(C34/(B8525;C;4(8EC94</@

HIJH#%H&KHL($H(M"NO#"-O%#HPPQQ

!"&LH&(/4(!RNNHM(=(!"#$%&'#()*"&#)'+",*-."/%',-+0&)")"-#'1'2(/%")/)"3&'/$*&/+&#)'.&)4&&#'
&50&*"+&#)/%'/#6')7&-*&)",/%%89:-*&,/;)'-(),-+&;<(L05/;0/(>)*S,?

PQQ($%TTH#H&-HL($H(M"(U#"%H(U%H

!R-K!%&LO&('Q(HQ!=7&'0/*/6-5'-:')7&'0%/#>)-#<
!"2/<50C;(&C49<C85:4"!>)*+)?

##$%&

Laboratory experiments of...

.....are different from real life
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Laboratory experiments of...

.....are different from real life

In an oligotrophic moutain lake there are less than ten essential 
resources and much more plankton species







L’équilibre du système

ds
dt = d(Sin − s)−∑n

i=1 µi(s)xi,

dxi
dt = (µi(s)− d)xi − bixiyi

dyi
dt = [bixi − d]yi,

est stable.

Wolkowikz (89)

Mais.........

Lineaire



A l’équilibre, tous les xi sauf 1 sont nuls



Il y a un équilibre avec tous les xi ≠ 0 (évident)



Il y a un équilibre avec tous les xi ≠ 0 (évident)



Th. Wolkowicz : L’équibre est stable !

Il y a un équilibre avec tous les xi ≠ 0 (évident)





L’équilibre du système

ds
dt = d(Sin − s)−∑n

i=1 µi(s)xi,

dxi
dt = (µi(s)− d)xi − hi(xi)yi

dyi
dt = [hi(xi)− d]yi

peut être instable.
Non linéaire
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ExempleExemple :  : QuatreQuatre  réacteursréacteurs SBR,  SBR, deuxdeux  traitementstraitements  différentsdifférents

Retention

time

D
ays after

inoculation

% surface





200 espèces semblent 
persistantes





Birth and Death process

Birth

Death

Growth rate









Proc
es-
us
de 
vie 
et 
de 

mor
t









0.000101048



0.000101048



0.000101048



Computation time mutiplied by 



Diffusion process








