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Résumé. Dans ce travail, nous analysons un modèle mathématique
pour la compétition entre deux populations de micro-organismes pour
un seul substrat dans un chémostat, en présence d’un inhibiteur ex-
terne de l’une des deux populations. Ce modèle a été étudié par Hsu
et Waltman [2] dans le cas où les taux de croissance sont de monod.
Ici, nous considérons le cas où ces derniers sont plus généraux mais
strictement croissants. Nous étudions l’existence et la stabilité globale
des points d’équilibre du modèle.
———————————————————————————–

1 Introduction
Nous considérons le modèle suivant:

S′ = (S(0) − S)D − f1(S)f (p)
x

γ1
− f2(S)

y

γ2
x′ = x(f1(S)f (p)−D)
y′ = y(f2(S)−D)

p′ = (p(0) − p)D − g(p)y

(1.1)

avec S(0) ≥ 0, x(0) > 0, y(0) > 0 et p(0) ≥ 0. Ici S(t) désigne la con-
centration du substrat à l’instant t (nutriment), x(t), y(t) sont les con-
centrations des compétiteurs et p(t) est la concentration de l’inhibiteur.
S(0) est la concentration du substrat à l’entrée du chémostat, p(0) est
la concentration d’entrée de l’inhibiteur et D est le taux de dilution
dans le chémostat. γi, i = 1, 2 sont les coefficients de rendement.
f (p) représente le degré d’inhibition de p sur le taux de croissance de
x, avec f (0) = 1, f (p) ≥ 0 et f ′(p) < 0, pour p > 0. Les fonc-
tions fi, i = 1, 2, appelées aussi fonctions de réponse, représentent les
taux de croissance des compétiteurs et la fonction g représente le taux
d’absorption de l’inhibiteur par rapport à y.

Ce modèle a été étudié par Hsu et Waltman [2] dans le cas où les taux
de croissance spécifiques f1, f2 sont tous les deux de Monod, i.e.,

fi(S) =
miS

ai + S
, i = 1, 2.

Dans ce travail, nous considérons des fonctions de réponse plus
générales. Nous supposons ainsi que les fonctions fi, i = 1, 2 et g
satisfont les conditions suivantes:

(H1) Pour chaque i = 1, 2, fi(0) = 0 et f ′i(S) > 0 pour S ≥ 0.
(H2) g(0) = 0 et g′(S) > 0 pour S ≥ 0.

Afin de réduire le nombre de paramètres, on pose:

S̄ =
S

S(0)
, x̄ =

x

γ1S
(0)

, ȳ =
y

γ2S
(0)

, p̄ =
p

p(0)
, t̄ = Dt,

puis, on introduit les fonctions f̄i ¯(S), ḡ ¯(p) et f̄ ¯(p), définies par

f̄i
¯(S) =

fi(S
(0)S̄)

D
, ḡ ¯(p) = g(p(0)p̄)

γ2S
(0)

Dp(0)
, f̄ ¯(p) = f (p(0)p̄).

Avec les nouvelles variables et fonctions, en omettant, sans risque de
confusion, la notation avec les barres, le système (1.1) s’écrit alors

S′ = 1− S − f1(S)f (p)x− f2(S)y
x′ = x(f1(S)f (p)− 1)
y′ = y(f2(S)− 1)
p′ = 1− p− g(p)y

(1.2)

avec S(0) ≥ 0, x(0) > 0, y(0) > 0 et p(0) ≥ 0.
Le système (1.2) est de dimension quatre. Il est asymptotique à un

système de dimension trois. En effet, si on pose Σ = 1 − S − x − y,
le système (1.2) se transforme en le système équivalent suivant:

Σ′ = −Σ
x′ = x(f1(1− Σ− x− y)f (p)− 1)
y′ = y(f2(1− Σ− x− y)− 1)
p′ = 1− p− g(p)y

(1.3)

avec limt→∞Σ(t) = 0. Par conséquent, grâce à la théorie des
systèmes asymptotiquement autonomes [5], on déduit que les trajec-
toires dans l’ensemble ω-limite de (1.3) vérifient le système suivant:

x′ = x(f1(1− x− y)f (p)− 1)
y′ = y(f2(1− x− y)− 1)
p′ = 1− p− g(p)y

(1.4)

avec x(0) > 0, y(0) > 0, p(0) ≥ 0 et x(0) + y(0) < 1.
Proposition 1.1. L’ensemble Ω = {(x, y, p)/x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤
1, 0 ≤ p ≤ 1} est attracteur positif invariant de toutes les solutions du
système (1.4).

2 Existence des équilibres
On convient dans la suite des conditions et notations suivantes: Les

fonctions f1 et f2 sont strictement croissantes, strictement positives
pour tout S > 0 et vérifient fi(0), i = 0, 1. Si les équations f1(S) = 1,
f2(S) = 1 et f1(S) = 1/f (1) admettent des solutions, on pose:

λ1 = f−1
1 (1), λ2 = f−1

2 (1) et λ+ = f−1
1

(
1

f (1)

)
.

Sinon, on pose λ1 = +∞, λ2 = +∞ et λ+ = +∞. Dans le cas où
λ2 < 1 on note par p∗ la racine de l’équation

g(p) =
1− p
1− λ2

.

Si l’équation f1(S) = 1/f (p∗) admet une solution, alors on pose

λ− = f−1
1

(
1

f (p∗)

)
.

Sinon, on prend λ− = +∞.
Les paramètres λ1, λ+ et λ− sont liés par la relation:

λ1 < λ− < λ+. (2.1)

Théorème 2.1. Soit (x(t), y(t), p(t)) une solution de (1.4).
(1) Si λ1 > 1 alors limt→∞ x(t) = 0.
(2) Si λ2 > 1 alors limt→∞ y(t) = 0.

Le résultat du Théorème 2.1 énonce le fait biologiquement intuitif
suivant: si un compétiteur ne peut survivre dans le chémostat simple,
il ne peut le faire dans le chémostat avec un inhibiteur.
Ainsi on peut supposer dans la suite que: λ1 < 1 et λ2 < 1.
Proposition 2.1. Les points d’équilibre de (1.4) sont donnés par:
•E0(0, 0, 1) qui existe toujours et représente le lessivage.
•E1(1− λ+, 0, 1) qui existe si et seulement si λ+ < 1.
•E2(0, 1− λ2, p

∗) qui existe toujours.
•Ec(xc, yc, pc) qui existe si et seulement si λ− < λ2 < λ+, avec

1− xc − yc = λ2, pc = f−1
(

1
f1(λ2)

)
et yc = 1−pc

g(pc)
.

3 Stabilité locale des points d’équilibre
Dans la suite, nous supposons que tous les points d’équilibre de

(1.4) sont hyperboliques. La stabilité locale des points d’équilibre est
alors résumée dans le tableau suivant:

Point d’équilibre Existence L.A.S
E0 toujours Instable
E1 λ+ < 1 λ+ < λ2
E2 toujours λ2 < λ−

Ec λ− < λ2 < λ+ Routh-Hurwitz

Table 1: Stabilité locale des points d’équilibre

Proposition 3.1. L’équilibre positif Ec existe si et seulement si E2 est
instable et si E1 existe, il est instable aussi.

4 Stabilité globale
Avec l’hypothèse que tous les points d’équilibre de (1.4) sont hy-

perboliques, d’après la Table 1 si Ec n’existe pas, alors soit E2 est
asymptotiquement stable, soit E1 existe et est asymptotiquement sta-
ble aussi. Les résultats ci-après montrent que si E1 ou E2 est asymp-
totiquement stable alors il attire toutes les solutions (il est globalement
asymptotiquement stable pour des conditions initiales positives). Par
conséquent, si Ec n’existe pas, l’un des deux points d’équilibre E1 ou
E2 attire toutes les solutions de (1.4).
Théorème 4.1. Si λ+ < λ2, alors E1 attire toutes les solutions du
système (1.4) avec x(0) > 0. c’est-à-dire qu’on a

lim
t→∞

x(t) = 1− λ+, lim
t→∞

y(t) = 0, lim
t→∞

p(t) = 1.

Théorème 4.2. Si λ− > λ2, alors E2 attire toutes les solutions du
système (1.4) avec y(0) > 0. c’est-à-dire qu’on a

lim
t→∞

x(t) = 0, lim
t→∞

y(t) = 1− λ2, lim
t→∞

p(t) = p∗.

4.1 Compétition: cas d’un équilibre intérieur
Comme le système (1.4) est compétitif, nous utilisons le résultat

suivant.
Théorème 4.3. (Voir [6], Thm. 2.2). Soit L un ensemble ω-limite com-
pact d’un système compétitif irréductible dans R3. Si L ne contient pas
d’équilibre, alors L est une orbite fermée.

En complément au résultat de la Proposition 3.1, le résultat ci-dessus
montre que si Ec existe, l’ensemble ω-limite de chaque solution pour
laquelle x(0) > 0 et y(0) > 0 reste à l’intérieur du cône positif.
Théorème 4.4. [1] Supposons que Ec existe. Soit (x(t), y(t), p(t)) une
solution de (1.4) avec x(0) > 0 et y(0) > 0. Alors

lim inf
t→∞

x(t) > 0, lim inf
t→∞

y(t) > 0.

(i.e., L’ensemble ω-limite de toute trajectoire se trouve à l’intérieur
du cône positif).

Le résultat du Théorème 4.4 garantit la coexistence des deux pop-
ulations x et y lorsque Ec existe. Cependant, il ne permet pas de
déduire le comportement asymptotique global. Cela demande une
analyse plus approfondie. Les résultats qui suivent montrent que si
le système (1.4) n’admet pas de cycles limites, alors Ec est globale-
ment asymptotiquement stable. Inversement, si Ec est instable, alors
il y a existence de cycles limites.
Théorème 4.5. [2] Supposons que le système (1.4) n’admet pas de
cycles limites. Alors Ec est globalement asymptotiquement stable.
Théorème 4.6. [1] Supposons que Ec est instable et hyperbolique.
Soit (x(t), y(t), p(t)) une solution de (1.4) satisfaisant x(0) > 0 et
y(0) > 0. Si q = (x(0), y(0), p(0)) /∈M+(Ec), la variété stable de Ec,
alors ω(q) est une orbite périodique.

5 Simulations numériques

Dans le système (1.4) on prend f (p) = e−ηp comme représentant
l’effet de l’inhibiteur sur le taux de croissance de x. On considère
comme taux de croissance, les fonctions strictement croissantes fi,
i = 1, 2 et g de type Monod, définies par

f1(S) =
m1S

a1 + S
, f2(S) =

m2S

a2 + S
, g(p) =

δp

K + p
.

On choisit les paramètres m1 = 5, a1 = 0.5, m2 = 6, a2 = 3.5,
δ = 5, K = 0.1, η = 5. La Figure1 montre la coexistence des deux
espèces pour des conditions initiales strictement positives et la conver-
gence vers l’équilibre strictement positifEc qui est localement asymp-
totiquement stable (LAS) alors que tous les autres points d’équilibre
sont instables.

Figure 1: Coexistence des deux espèces.

6 Conclusion

Dans ce travail, nous avons fait l’étude d’un système d’équations
différentielles modélisant la compétition entre deux espèces microbi-
ennes dans un chémostat en présence d’une seule ressource (substrat)
et d’un inhibiteur externe de l’une des deux espèces. Nous avons sup-
posé que les taux de croissance sont strictement croissants. L’intérêt
de cette étude réside dans l’existence d’un unique équilibre strictement
positif entrainant la coexistence des deux espèces. Lorsque l’équilibre
intérieur Ec existe, l’équilibre E2 est instable et si E1 existe, il est,
lui aussi, instable. Dans ce cas, l’ensemble ω-limite de chaque solu-
tion pour laquelle x(0) > 0 et y(0) > 0 reste à l’intérieur du cône
positif. De plus, nous avons vu que si le système (1.4) n’a pas de
cycles limites, alors Ec est globalement asymptotiquement stable. In-
versement si Ec est instable, il y a existence de cycles limites. Si Ec
n’existe pas, alors soit E2 est globalement asymptotiquement stable,
soit E1 existe et est, lui aussi, globalement asymptotiquement stable.
Notre résultat ne contient pas d’informations sur la stabilité des solu-
tions périodiques. Les simulations numériques illustrent les résultats
mathématiques démontrés.
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