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Les étapes de la digestion anaérobie
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Les étapes de la digestion anaérobie

@ Hydrolyse : Les molécules organiques complexes (X() sont
décomposées en substrat simple (.5).

o Acidogenése : Les bactéries acidogenes (Xg) convertissent le
substrat en acide acétique (A), acide gras volatile "AGV" (V),
alcools, hydrogene (H) et dioxyde de carbone.

@ Acétogenese : Les AGV et I'alcool sont utilisés par les bactéries
acétogenes (Xy/) et ils sont convertis en acide acétique, en dioxyde
de carbone et hydrogene.

@ Méthanogenése : Les bactéries méthanogeénes acétoclastiques (X 4)
convertissent I'acide acétique en méthane et en dioxyde de carbone,
tandis que les bactéries méthanogenes hydrogénétrophes (X )
convertissent |'hydrogene et le dioxyde de carbone en méthane.
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Le modéle complet de la D.A.en ajoutant I'étape d’hydrolyse
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Le modéle complet de la D.A.en ajoutant I'étape d’hydrolyse

@ Weederman et al. ont considéré un modele décrivant : I'acidogenese,
|"acétogenese et la méthanogenese
I’'hydrolyse : phase préliminaire au processus.

@ L'étude combine et étend des résultats sur les deux sous-modeéles :
- Hess et Bernard (2008) : acidogenése et la méthanogenese
- de Hajji et al. (2010) : acétogenése et méthanogenése
hydrogénétrophe.

@ Inhibation par un certain nombre de facteurs.
- I'inhibition de la croissance microbienne des bactéries acétogenes
par I'hydrogene
-l'inhibition de la croissance microbienne des bactéries méthanogenes
hydrogénétrophes par |'acétate.

M. Weedermann, G. Seo and G.S.K.Wolkowicz, (2013), Mathematical model of anaerobic digestion in a chemostat : effects of syntrophy

and inhibition; Journal of Biological Dynamics, 7(1), pp 59-85.
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Le modéle complet de la D.A.en ajoutant I'étape d’hydrolyse

MODELE AVEC INHIBITION :

% = D(Xoin — Xo) — knyaXo

45 = D(Sin — S) — =95(5)Xs + koknyaXo
s = (g95(5) — D)X

4 = —DV + 75,95(5) Xs — Zgv(V, H)Xv
dXV = (gv(V, H) — D)Xy (1)

42 = —DA + ¥:a95(8)Xs + Yagv (V, H) Xy — L ga(A) X a
X4 — (ga(A) — D)X4

Y — —DH + vongs(S)Xs + Yongy (V; H) Xv — Lgu(H, A)X
4 = (gu(H, A) - D)Xy
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Le modéle complet de la D.A.en ajoutant I'étape d’hydrolyse

@ Xy, et S;, sont les concentrations du substrat a I'entrée du
chemostat

@ D est le taux de dilution

° khydv kOv Cs, Cy, Cay Chy Vsvr Vsar Vshr Yvar Yoh SONt les paramétres
du modele.
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Le modéle complet de la D.A.en ajoutant I'étape d’hydrolyse

Pour i = S,V, A et H, ¢;(.) sont les taux de croissance des bactéries.
e (H1) gs(0) =0, g5(S) > 0 pour S > 0.
o (H2) Pour A>0et H >0, gv(0,H) =0 et 224(V, H) > 0.

o (H3) Pour A>0et H >0, gv(V,0) >0, 2 (V, H) <0,

gim gv(V,H) =0.

e (H4) ga(0) =0, AhIE ga(A) =0, et il existe une constante
— 00

Apmaz >0, ga(A) >0 pour 0 < A < Aoz et ga(A) < 0 pour
A> Amax-

o (H5) Pour A>0et H >0, g5(0,A) =0, %2 (H, A) > 0.

o (H6) For A>0et H >0, gy(H,0) >0, % (H, A) <0,
1imA_)+oo gH(H,A) =0.
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Le modéle complet de la D.A.en ajoutant I'étape d’hydrolyse

MODELE SANS INHIBITION :

On ne tient pas compte des effets inhibiteurs : On suppose que g4 est
croissante et g4(0) = 0. gy (V) et g (H) correspondent a gy (V,0) et a
gH(H, O)

X0 = D(Xoin — Xo) — knyaXo

dét = D(Sin —S) — ,}jgs(S)XS + koknyaXo

dXS = (9s(5) — D)X

& = —DV 4+ 7595(8) Xs — gv(V)Xv
dX" = (gv(V) = D)Xy

E =-DA+ WsagS(S)XS + ’YanV(V)XV - égA(A)XA
aXa = (9a(4) - D)Xa

4l — —DH + vsn95(S)Xs + Yongv (V) Xv — Zgu(H)Xn
X = (gy(H) — D)Xpg.
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L'analyse de modeles de la D.A
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L'analyse de modeles de la D.A

ANALYSE DU MODELE :

Proposition

Pour des valeurs initiales positives, les solutions du systéme (1) et (2)
restent positives et bornées pour tout t > 0.

d;i” = DXoin — (D + knya)Xo

X = F(Y, X).

avec
Y = (S7XS,V,XV3A7XAaH7XH)

Si Z = (Y, Xy), le modéle de Weederman et al. s'écrit

dz

— = F(Z,0).
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L'analyse de modeles de la D.A

Le systéme (2) posséde neuf points d'équilibre :

[Equiibre [[ Xo [ 5 [ Xg [ V] Xy [ A ] X 4 [ H | Xpg
E| x5 ST 0 0 0 0 0 0 0
Bg x| xg [ x5 [ vO® 0 A0 0 1) 0
En x| as | x5 [ v© ) A 0 py cp, (H©)

=Xp)

B, x5 xg | x5 | vO® 0 A ca(A@ —x ) | HO 0
Eag xg | As | x5 [ vO® 0 Aa | @@ x| ag | cpa©@
—AH)

Ey x5 Ag | X% Ay co (VO — xy)) a 0 H 0
Evg x5 | 25 | x5 | av | cotv@ =y A 0 X cp (H

Eva x5 | 2 | x% Ay ey (VO — xy) A ca(A— Ay) H 0
By x5 Ag 5 A o (VO = xy) EWA ca (A — Apy) N cn (H
-X5)

Analyse de modeéles de ion anaérobie



L'analyse de modeles de la D.A

avec

. . kokn,
° Xp = (D+kh D) Xoin » S5 = (557555 ) Xoin + Sin
XS = CS<S )\5)

0 VIO =7, X5, AQ =90 X3, HO = 73 X3
° Z = A(O) + '-YUaCU(V(O) - )\V) 1 ﬁ = H(O) =+ ')/vhcv(v(o) - )\V)

@ Pourl=S,V, A et H, la fonction g;(I) est telle que :
g1(0)=0 et g/(l)>0.
On note A; la valeur de [ telle que :
g(\) =D & N =g, '(D)
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L'analyse de modeles de la D.A

CONDITIONS D’EXISTENCE :

Equilibres | Conditions d’existence
E; toujours
Ey S;‘n > Ag
FEy H(O) > Ay
FEa A(O) > Aa
FEag A© > A\a et HO > Ay
Ev VO >y
Evyg v > Ay et H> \g
By a VO S Ay et A> 4
FE. V(O)>Av,Z>)\A et H> A\
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L'analyse de modeles de la D.A

CONDITIONS DE STABILITE

’ Equilibres H Conditions d'existence \ Conditions de Stabilité ‘

E; toujours S < As

Eo Sy > As A <Xy, HO < )y

et VO < Av

Ey HO > )y A < Xg et VO < )y
E4 VIOESSW HO < g et VO < )y
Ean A > Ny et HO > Ay VO <)y

Ey VO >y A<daet H< Mg
Evy VO S X\, et H> A A<My

Eya VO > Ay et A> Ay H < \y

E, VO SN\, A> Mg et H> Ay Lorsqu'il existe
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L'analyse de modeles de la D.A

REGION DE STABILITE POUR X

Paur X0in=0
T

e substrat §
T

osl = 4

1 I I I L

15
le taux de dilution D
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L'analyse de modeles de la D.A

RESUME :

[ Condition [[ Région T By [ Bo [ Eg [ BEo [ Bag [ By | BEyyg | Eva [ Ex
T
& <<ésg R s
Z

sr >xg HO < xp,

A0 < 3, et v(® <y R2 i s
0

s,iSL > g HO > xp,

A cxy e v(® < ay, R3 | I s
0

siSL>>\S,H< ) > Ag.

A0 > 2, v < ay R* i I i I s
0

55 >xg HO > xp,

A > 2 et v > Ay R | I | I I I I I s
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L'analyse de modeles de la D.A

REGION DE STABILITE POUR X (i,

Xoin=1

sk

o subsat s
]
H
2]
H

S |

e taux de dillstion D
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L'analyse de modeles de la D.A

ANALYSE DU MODELE AVEC INHIBITION :

o Si Xz =0 alors V*,X‘*,,A* X7, H* et X} sont nuls.
e Si X > 0 alors X§ = (577—)Xoin, S* = Ag et

XS = Cé(S /\5)
Le modele avec inhibition devient :

D+k; yd

X =DWVO-V)-Lg(V,H)Xv
Xy = (gv(V,H) — D)Xv

44 — D(AD) — A) + Yoagv (V, H) Xy — L ga(4) X4 @
424 = (ga(A) — D)X 4

dt

4L = D(HO — H) + yungy (V, H) Xy — +gu(H, A) Xu
L = (9u(H,A) — D)Xy
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L'analyse de modeles de la D.A

m,V )
ko +V4upH -

LLA FONCTION DE CROISSANCE gv(‘/, H) =
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L'analyse de modeles de la D.A

La FoNCTION DE crowssance g (H, A) = — 22

~ kpntHAp A
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L'analyse de modeles de la D.A

Le systéme (4) posséde douze points d'équilibre :

[ Equiibre [ Vv ] Xy A X A H Xy
By v (0) 0 400 0 H(0) 0
Eo v (0) 0 A0 0 N cp (HO® — X0
Eg v (0) 0 AL ca(A® — L) H(0) 0
Ey v(0) 0 P ca (A —52) H(0) 0
Eg v (0) 0 AL ca(A® — 1) . cp (HO) — L)
Eg v(0) 0 PN ca (A —32) A2 cn (HO® — 33
Er v o (V0 — ¥ As’)” 0 HS” 0
—YvaV —YyhCvV
Eg v ey (V(0) — V) Asj) 3 0 ch(Hg/O) =&
—YvacvV —YphcvV)
Eg v cp (V0 — ¥y A ca<A$’) -4 HS” ) 0
—YvacwV) —YupcoV
E10 % co(v(0) ¥y A2 ca(al® — 22 I 0
—YvacvV) —YphcvV
Tan N (VO 2T A ca(AT —21) AL cp (HL — 2L
Eio N co (VO 22 PN ca(AZ =22 A2 cp(H2 =22
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L'analyse de modeles de la D.A

avec
0 N\ = Ay (HO) XY = \g(AO)

o \op = Am(Xy) , AL = Ay (Nyy) pour i =1,2.
0 AD = AO 1 4.,V O |, BY = HO 4 5,,¢,VO
o A'=AY —quacoNy  HY = HyY) — quncoXi, pour i =1,2.

@ 1 est solution de |'équation |mpI|C|te
V A (H(O) ate '-Yvhcv(v(o) ‘A/))’ H - H\(;D - ’Yvhcv‘} 1

A= A(O> 'ymch

o H =Apr(A” + yuaee (VO = Ay (H))) . V = Ay (H)
et A= Agﬁ)) - %acUV
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L'analyse de modeles de la D.A

CONDITIONS D’EXISTENCE :

’ Equilibres \ Conditions d’existence
FEq toujours
Es H(O) > )\%
F4 A > \L
Ey A(O) > )\?4
Es A® > 2L et HO > 2L
Es AD > 22 et HO > )2
E, VO > )Y
Es VO > Ay (A) et H<HY — e,V
Eq VO 29 et A> N,
FEig ZQ > )\OV et A> )\124
I VO > AL AT S AL et H >\
Eis VO S22 A2> )2 et H? > )%
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L'analyse de modeles de la D.A

CONDITIONS DE STABILITE :

’ Equilibres \ Conditions de stabilité ‘
E, VO <X (AD < AL ou AW > 22)et HO <)Y,
E, VO <Ay (A2, (AD < A ou A® > )\2)

Es VO <) et HO <)\

Ey toujours instable

FEs5 V(O) < )\%/

FEg toujours instable

E, (A< Ay ou A>)%) et H<Ay(A)
Eg A<y ou A> )\,

Ey H <\,

FEqp toujours instable

Fi1 lorsqu'il existe

FEis toujours instable
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

@ Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE BIOGAZ PRODUIT POUR LE MODELE SANS INHIBITION

Le taux de méthane produit :

Qons = 01ga(A)Xa |a=ax x,=x3 taegu(H) Xy |g=g* xy=x;,

@ Pour les équilibres Ey, Ey et By : Qcma = 0.

o Pour I'équilibre By : Qoma = azen D(H© — ).

o Pour I'équilibre B4 : Qcoma = a1ca D(A®) — X\ 4).

@ Pour I'équilibre Ep :

Qcrs = a1¢a D(A® — \y) + age, D(H® — \pg).

e Pour I'équilibre Ev g : Qoma = ascn D(H — \g).

e Pour I'équilibre By 4 : Qoma = a1caD(A — M ya).

@ Pour I'équilibre E, : Qcra = a1¢aD(A — Xa) + aze, D(H — \g).

Si V() = )\, alors le méthane produit par le modgle sans inhibition est
maximale pour I'équilibre £,. Si V() < )y alors le maximum du
méthane est donné par I'équilibre F 4.
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

avec
0 \g = m[;k_SD
° \y = m[‘)/k,vD
0 \y = mj:;]i’“D
o Ay = PRy

et 0 < D < min(mg, my,ma,mg)
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE METHANE PRODUIT DANS LE , Sin, FIXE ET

n VARIE

e maximum de methare estdonne par EAH
T T3,

la variation du methane CH4 sulvant Xoin

e taus de dilution D
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

. (
LE TAUX DE METHANE PRODUIT DANS LE CAS V()) < )\V ;

Sin VARIE

e taux de diltion D
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE BIOGAZ PRODUIT POUR LE MODELE SANS INHIBITION

Le taux de |'"hydrogeéne produit :

Qu2 = a3gs(5)Xs |s=5+,xs=x3 taagy(V)Xv lv=v+ x,=x7

@ Pour I'équilibre E; : Qg2 = 0.
@ Pour les équilibres Ey, By, Ea et Eag @ Qo = a3 DXE.

@ Pour les équilibres Ey, By, Eyva et E, :

Quz = a3DX5 + asDey (V© — dy)

Si V() > )y alors I'hydrogene produit par le modele sans inhibition est
maximale pour I'un des équilibres Ev, By 7, By a ou E,. Si VO < )y,
alors le maximum de |'hydrogeéne est donné par Ey, B, E4 ou Eap.
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT DANS LE C/

S FIXE ET

in, VARIE

lo maximum dycrogens ost done par 0, EH,EAou EAH
2 T T T
1052
Vs
E0EHEROUEAH
o R
/ms
2 o B
5 551
g L i
g
H ¥
3 s
5 | evewevaoe X .
2 panl -
LRI franar] - 4
= Sy . /292
g .
%o - -
) . i
s } .
et e
e
A
o
o~
. | | I |
o o5 I i B 25 s

e taus de dilution D
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

, s ) )
LE TAUX D’HYDROGENE PRODUIT DANS LE CAS V(() < )\{

ET Sjp, VARIE

le maximum dhydrogens st donne par 0, EH, EAou EAH
1
T T T - T

E0,EHEAUEAH

- . B

EVEVHEVAOUE"

/‘ a4

L L L L
l 5 B 25 3
Ietaux dedilution D
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE BIOGAZ PRODUIT POUR LE MODELE AVEC INHIBITION

Le taux de méthane produit :

Qons = 01ga(A)Xa |a=a- x,=x% +aoga(H, A) Xy |g=g+ A=A+ X=X

o *

Pour les équilibres By et E7 : Qoma = 0.

Pour I'équilibre Fs : Qcora = a2Dch(H(0) —2%).
Pour I'équilibre E3 : Qopa = a1 Dey(A© — AL).
Pour I'équilibre Ey : Qcra = ayDeg (A — \2).
Pour I'équilibre Ej5 :

Qcma = a1 Deg(AQ — \Y) + apDep,(HO — AL).

Pour I'équilibre Ejg :
Qcra = a1 Deg(AQ — X4) + apDep(HO — 22).

® 6 6 o6 ¢
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

avec

@ \g = %

o ), = (ma—D)— (L;mav—wz’,z—‘;
kr

o 2 — (ma—D)+ (Zmatwﬂ—‘;
k1

0 Ay = Pl

0 Ay = Dllrueil)

0 N = Pt

0 Xp = Pt

Analyse de modeéles de digestion anaérobie



Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE BIOGAZ PRODUIT POUR LE MODELE AVEC INHIBITION

Le taux de méthane produit :

Qons = 01ga(A)Xa |a=a- x,=x% +aoga(H, A) Xy |g=m+ A=A+ X=X

o *

agDch(H‘(,O) —H-— %hcv‘u/).

@ Pour I'équilibre Eg : Qcpgs =
@ Pour I'équilibre Egy : Qcrs = acha(AS)) -4 - %acvf/).
e Pour I'équilibre E1g : Qo = acha(Agﬁ)) . 'ymcvf/).
@ Pour I'équilibre F1q :

Qcra = a1Deg(A' — N}y) + aaDep(H' — Ap).
@ Pour I'équilibre F15 :

Qcus = a1Dca(A% — N%) + asDeyp (H? — N%).
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE METHANE PRODUIT POUR Sj,, FIXE ET X (j;, VARIE
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE BIOGAZ PRODUIT POUR LE MODELE AVEC INHIBITION

Le taux de I'hydrogene produit :

Q2 = a395(5) Xs |s=5+,xs=x3 taagy (V, H)Xv |v=v+ H=g" Xyv=X;

Pour les équilibres F, Ea, F3, Ey, Es et Eg : Qo = azDX5.
Pour les équilibres E7, Eg et E1g 3

Qm2 = azDX¥ + ayDe, (VO — V).

Pour I'équilibre Fs : Qp2 = azDX% + ayDe, (V) — V).
Pour I'équilibre Fy1 : Qpra = asDX % + ayDe,(V© —A}).
Pour I'équilibre Eys : Qua = azDXE + ayDe, (VO — \2).
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Le taux de biogaz produit pour les modeles avec et sans inhibition

LE TAUX DE L’HYDROGENE PRODUIT POUR Sj,, FIXE ET X (j5, VARIE

1091

10l - : E1E2E0Es -

sion du | hycrogane Hz
T
I
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Perspectives

© Perspectives
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Perspectives

e Construction de lois de controle pour maximiser la production d'Hs et
de CH4

e | 'études d'autres modeles de digestion anaérobie en prenant en compte
les termes de mortalité et I'inhibition dans les fonctions de croissance.
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Perspectives
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