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@ Une relation syntrophique entre deux organismes est une situation
ol les espéces ont une relation de mutualisme (ou les deux
organismes profitent I'un de I'autre) mais ol I'une des espéces peut
se développer sans |'autre.

@ Une telle situation peut étre mathématiquement formulée comme
suit : supposons qu'une premiére espéce X croit sur un substrat S;
formant un produit intermédiaire Sy. Ce produit intermédiaire est
nécessaire pour la croissance d'une seconde espéce X.(En absence
de la premiere espéce, la seconde espéce ne peut pas se développer)

@ Un exemple d'une telle intéraction est la digestion anaérobie dans
lequel les relations mutualistes permettent a certaines classes de
bactéries de coexister.



@ La digestion anaérobie” est un processus qui convertit la matiére
organique en un mélange gazeux composé essentiellement de
méthane et de dioxyde de carbone (CH4 et CO2) par I'action d'un
écosysteme complexe bactérien.

@ Ce processus est souvent utilisé pour le traitement des eaux usées
concentrées ou a convertir |'excés de boues produites par les usines
de traitement des eaux usées en des produits plus stables.

@ Le méthane produit peut étre utilisé avec profit comme source
d'énergie.



@ On considére le sous-systeme de la digestion anaérobie ou les acides
gras volatiles (VFA) sont transformés en H2, CH4 et CO2.

@ Pendant les premiéres étapes du processus (" hydrolyse” et
"acidogénese” ), de I'hydrogeéne est produit.
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Les réactions biologiques correspondantes peuvent étre formalisées par :
@ Un premier consortium bactérien X (les acétogenes) transformant
So (VFA) en Sy (I'hydrogéne) et en acétate .

@ Une deuxiéme espéce X (les bactéries méthanogeénes
hydrogénotrophes) croit sur Sj.

@ Les bactéries acétogenes sont inhibées par un exces d’hydrogene
(Pespece X est inhibée par Sy)

@ Les bactéries méthanogenes sont inhibées par un excés d'acides gras
volatiles (X est inhibée par Sy ).



Le modele

% = D(Soin — So) — p0(So, S1)Xo

9X0 = (119(So, S1) — D — ag)Xo

2% = D(S1in — S1) + p0(So, 1) Xo — p1 (S, 80) X1

dXy
dt

(#1(S1,80) = D —a1) Xy

@ Sp est la concentration des AGV.

@ S; est la concentration de |'hydrogeéne.

@ Xy est la concentration des bactéries acétogenes.

@ X, est la concentration des bactéries méthanogenes.

@ Soin et Siin sont les concentrations des AGV et de I'hydrogeéne a I'entrée
du chemostat

D est le taux de dilution

aop et ai sont des termes de mortalité, ap > 0 et a; > 0.

1o(+, ) et pai(+, ) les fonctions de croissance microbienne.



Hajji et al.(2010)
Pour Si;, =0, Hn1 = ,u1(S1) etag=a1 =0:
Sous des hypothéses générales de monotonie sur les fonctions de

croissance, on peut avoir coexistence des bactéries acétogenes et
méthanogenes.

M. El Hajji, F. Mazenc and J. Harmand. A mathematical study of a syntrophic
relationship of a model of anaerobic digestion process. Math. Biosci. Eng., 7
(2010), 641-656.



Sari et al.(2012)

Pour ag =a; =0 :

Sous des hypothéses générales de monotonie sur les fonctions de
croissance, on peut avoir coexistence des bactéries acétogenes et
méthanogenes. Le comportement du systeme peut &tre différent ( si
S1in > 0, I'espéce X peut disparaitre et Xy survit). De plus, il y a de la
bistabilité.

T. Sari, M. El Hajji, J. Harmand. The mathematical analysis of a syntrophic
relationship between two microbial species in a chemostat. Math Biosci Eng. 9
(2012), 627-645.



Xu et al.(2011)

Stin =0, po(So, S1) = 1327%0 : m pa = p1(S1) = 1¢+S§1

En utilisant une approche numérique avec les valeurs des parametres de
I’ADM1, le systeme peut étre stable.

A. Xu, J. Dolfing, T.P. Curtis, G. Montague, E. Martin. Maintenance affects
the stability of a two-tiered microbial ‘food chain’? Journal of Theoretical
Biology 276 (2011), 35-41.



Sari et al.(2014)

S1in =0, p1 = pu1(S1) :

En introduisant les termes de mortalité, le systeme reste stable, sous des
hypothéses générales de monotonie sur les fonctions de croissance et sur
les parametres du modele.

T. Sari, J. Harmand. Maintenance does not the stability of a two-tiered
microbial ‘food chain’?7?



Analyse du modéle :

dSo
dt

dXo
dt

= D(Soin — So) — 110(S0, 51)Xo
= (p0(S0,51) — D — ag)Xo

= D(S1in — S1) + 10(S0, 51) Xo — p1(S1) X1

St = ((S1) = D —a1) Xy



On suppose que :
o (H].) Pour tout Sy > 0 et S; >0, ,LLQ(So,Sl) >0 et uO(O,Sl) =0.

e (H2) Pour tout S; >0, 1(S1) > 0 et u1(0) = 0.

o (H3) Pour tout Sy > 0 et S; > 0, g—gg(So,Sl) >0 et
%(50751) < 0.

e (H4) Pour tout S; > 0, 7 (S1) > 0.



A L’EQUILIBRE :

(1o(S5,57) =D — A) X5 =0

D(Slin - ST) + /LO(SE;’ ST)XS - ul(SI)Xf =0

(11 (S7) =D —a1) X7 =0



EQUILIBRES

Q Si Xj =0, alors 5§ = Spin et
D(S1in — 57) = (ST)XT =0
(1 (S7) =D —a)) X7 =0

e Si X7 =0, E; = (Soin, 0, S1in, 0) qui existe toujours.

o Si Xf >0, alors 1(S7) = D +ay et X = 2150

11 (S;) =D +ay & S =M (D +ay)

By = (Soin, 0, My (D + ay), 2o MilDEa1))y quj existe si
Stin > Mi(D + ay).

0 Si X; £0,

HO(SS,ST) =D + ap

D(Som — SS) — (D + ao)XS =0 (5)
D(S1in — ST)+ (D +ag)X§ — 1 (S7) X5 =0

(11 (S7) =D —a1) X7 =0



e Si Xj =0, alors

X; = D(S%;OSS) et S7 = (Soin + S1in) — S5-
Pour S} est fixé,

y = po(So, S7) < So = My(y, S7)
L'équilibre

D(SOin—]\fo(D+a0,§1) &
D+a0 aShO)

E2 = (J\IO(D + ao,gl),

avec S; est solution de I"équation
Si = (Soin + Stin) — Mo(D + ao, gl)

Cet équilibre existe ssi Sp;, > My(D + ag, §1).



o Si X7 #0:

po(55,57) = D + ag

p1(ST) =D+ a

D(Spin —S§) — (D +ag)X; =0 (6)
D(S1in — ST+ (D+ag)X§ — (D+a)X;i =0

On a alors
xz = Doin = 58) o o D((Soin + S1in) = S5 — 1)
D+a0 D+a1 )
,UI(S;‘) =D+a; & Sf = Ml(D+(l1)
et

/1,0(58751;) =D+ay & S{)k = MO(D+a0,M1(D+a1))



L'équilibre positif :
E3 = (Sos, Xo3, S13, X13)
avec
@ So3 = Mo(D + ag, M1(D + aq))
D(Soin — Mo(D + ag, M1(D + ay))

("] X03 = D—|—a0
o 513 = Ml(D =+ al)
("] X13 =
D((Soin + S1in) — Mo(D + ag, M1 (D + a1)) — Mi(D + a1))
D+ aq

Cet équilibre existe ssi My (D + ag, M1(D + a1)) < Spin et

Mo(D + ag, M1(D + ay)) + My(D + a1) < Soin + Stin-



Le systeme possede 4 points d'équilibre :

Equilibres \ Conditions d’existence
Eo = (Soin, 0, Stin, 0) existe toujours
Ey = (S0in, 0,57, X7) Stin > My (D +aq)
Ey = (S0, Xo,51,0) Soin > Mo(D + ag, S1)
E3 = (So3, Xo3, 513, X13) Soin > Mo(D + ag, M1(D + ay))
et Soin + Stin >
My(D + ag, My(D +ay)) + My(D + aq)




Stabilité des équilibres

La matrice Jacobienne J est :

—D—EX() —/1,0(5075’1) FX() 0
EXo #o(So, S1) — (D + ao) —FXo 0
EXo ,LL()(S(), Sl) —D - FXy)—GX, */L1(S1)
0 0 GX1 /Ll(Sl) — (D+a1)
avec
Bo Ao (So, S1) S0, F= ~ 9po(So, S1) >0 et G=(S1)>0.

9S50 051



La matrice Jacobienne associée a I'équilibre Ejy est Jg :

-D — 120 (S0in, Stin) 0 0
0  wo(Soin, S1in) — (D+ao) O 0
0 10 (Soin, S1in) -D —p1(S1in)
0 0 0 p1(Stin) — (D+a1)

Les valeurs propres :
A1 = A3 = =D, A2 = po(Soin, S1in) — (D +ao) et p1(Siin) — (D + a1).
Ey est stable si
#0(Soin, S1in) < (D +ao) et p1(S1in) < (D 4+ a1),
ce qui est équivalent a

Soin < Mo(D + ao, S1in) et Siin < Mi(D + a1).



La matrice Jacobienne associée a F; est J; :

—-D — o (Soin, ST) 0 0
0 po(Soin, ST) — (D + ao) 0 0
0 #0(Soin, ST) -D-GX{ -D-a
0 0 GXp 0

Les valeurs propres :
A = —D, A2 = po(Soin, M1(D + a1)) — (D + ao),

A3 et A4 sont les valeurs propres de la matrice
_( -D-GX{ -D-am
M= < GX; 0 )
E, est stable si A2 < 0, det(M) > 0 et tr(M) < 0.



La matrice Jacobienne Jo en E5 est :

—-D—EXy -D-—ag FX, 0
EXo 0 —FX, 0
EX, D+4+a -D-FXo —p( Al)
0 0 0 p1(S1) — (D +a1)

Les valeurs propres :
A= m(S1) = (D +a1),he = =D,
A3 et A4 sont solutions de
N+ (D + (E+ F)Xo)A + ((D + ao)(E + F)Xo)

E est stable si p11(S1) < (D +a1), puisque AsAs = (D + ao)(E + F)Xo>0
et As+ s =—-D — (E+ F)Xo <0. Ce qui s'écrit :

Soin + Stin < Mo(D + ao, M1(D + a1)) + M1(D + ax).



La matrice Jacobienne Jg3 associée a E3 est :

-D — EX03 -D — ao F
EX();; 0 *FXOB
EXos D+ay —D+ FXo3—GXi3
0 0 GXi13

Critere de Routh-Hurwitz :
PJ3 = )\4 —+ C1)\3 + C2>\2 + 3\ +ca
Conditions :
@ ¢, >0,pouri=1,--- 4,
@ cico —c3 >0,

@ ci1c2c3 — C1ZC4 — 032.

—D—CLl



CONDITIONS DE STABILITE

| Eq. “ Conditions d'existence [ Conditions de Stabilité ‘
Ey existe toujours S1in < M1(D + a1)
et Soin < Mo(D + ao, Sh‘n)
E,y S1in > M1(D + a1) Soin < Mo(D + ao, M1 (D + a1))
Es Spin > Mo(D + aq, S1ipn) + M1 (D + ay) Soin t+ S1in < Mo(D + ag, M1 (D + ay))
FEs Soin > M()(D + ao, Ml(D + al)) des qu'il existe
et Soin + S1in > Mo(D + ag, M1(D + ay))
+M1(D + ay)




Ce qui reste a faire :
e Diagrammes opératoires.

e Analyse du modele (1) (Inhibition de la seconde espece).






