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Z INRIA
Plan de I'exposeée

| : Culture en continu
= Principe d’exclusion compétitive

= Caractérisation lent-rapide expliquant la
coexistence pratique

= Quelgues approches expliquant la coexistence
asymptotique

Il : Culture en batch
= Modele pour recyclage de nutriment

= Validité du principe d’exclusion compétitive
= Questions d’'observabilite
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Le chemostat

[:n,;, Aeodegooee?
L5

r"E '-.
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Modele mathématique

S=D(sn—5) — p1(S)X1 — t2(S)X2
Xl — [,ll(S)X]_ — DX]_ (1)
XZ = [,lz(S)Xz — DXo

Al. 1, o : R — R, de classe %1

A3. ui(s) >0, us(s)>0, VseR,
A4. Li(sn) >D, 1=1,2
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Géneéralités

Proposition 1

1. Pour toute condition initiale darR3, la solution de/(1) a
des composantes positives, bees, et donc,&finievt > 0

2. Q={(s,%1,%) € R3 /s+x;+ X2 = Sn} est positivement
Invariant et attracteur de toutes les solutions du sgst (1)
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Principe d’exclusion compétitive

#21

Hi(sy) = Ho(s;) =D

Proposition 2 L’equilibre GAS sur I'orthant positif est

—El=(s},Sn—s1,0) si <$

—E2=(5,0,sn— %)
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Fonction de Lyapunov

Proposition 3 Supposons qug < Min(s;, Sn). pour tout
S> Sp, 'ensemble 7 = {(S,X]_,Xz) € [0,5] x R% x R+} est
positivement invariant, et la fonction

V(s x,x0) = maxt, U2 ()[4 30 0 sl
+(0- pa(s) {0~ (s - s)(1-+log (45 )

est cecroissante le long des trajectoires de (1) s4t. En outre,
E1l est GAS sur/.
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Cas non générigue

Supposons que s; =S, =S/ U (S*) > 5(s"). Soient
D" = (") et.#(D*) = { (5%, %) €RY/ &' +X] +%5 = n }

Proposition 4 Pour toute condition initiale sur I'orthant
positive telle queX0) > O0et %(0) >0, on a

Jim (s(t),xa(t), %2(t)) = (7,0, %), X3 > 0,%3>0

La solution de (1) converge asymptotiguement v&(®*)
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Perturbation singuliere

D=D"+¢

-~

(x,(0),x,(0))
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L

Forme non Tikhonov

X1

b=x1+X%, p=+ €t U(Sp)=p(s)+(1-p) ()

y

p = p(1—p)( ()~ pa(s))

¢ §$ =D*(sn—s)—f(s,p)b+€(snh—5

U-
|

(ﬁl(s, p)—D*) b—¢hb

0< p(0) <1, 0 < 5(0) et 0 < b(0)
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Caracterisation lent-rapide

E.: F(E,E) 9

Par application de I'approche de Fenichel a la dynamique

"augmentée" dans R* : { i i E(E’E) on obtient

Proposition 5 d&y > 0 et un voisinage/y de. (D*);

Ve € (—&, &), il existe une vaite 1D invarianteZ; C 7o.
Ainsi,V &, b(0) > 0 et ¢ suffisamment petifjo; € Z; et
Mg < 400

O-S_éo ,\V/tZO

|&(3e.e.t)— & (&0.8.0) | <Mee™|
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| a variété invariante

Sj_I]_S*—Z‘J-—

Sm—?\Q(D*'I'E);:"

. X

TT |
Sin~ 5™
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Caracterisation en lent-rapide

Proposition 6 Une approximation d’ordre& de la varete 2 est

( E )
S+

( Py (5) +(1— PIKS(S7) \

2 = 4 . Qr € (0,1]
T (s + (1 p)is(s) /p o0

L\ p ) ,

L’approximation d’ordree de la dynamiqgue restreintie2; est

H1(S") — Ha(s")
pp1(s*) + (1 — p)Ha(s")

p=¢ep(l—p)
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Temps de convergence

Corollaire 7 Supposons qug;(s") > U5(s*) > 0, € > 0 et soit
_ (s

Hy(S")
dynamique de conduire la proportion de I'esie 1 d’'unétat p
a unéetat p > p1 est donee par I'expression suivante :

T(p1,p2) = % (Iog (%) +(1+a)log (1: Ei))

o — 1. Une estimation de temps qui permet au
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Simulations numériques
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Restriction au plan

0<Xx1+X% < Sp

aveC
Xo = [U2 (Sh — X1 —X2) — D] %2 S=Sn—X1— X2
F2 .
FO e ° Sy .
F1
FO= (0,00 Fl=(sn—s;,00 F2=(0,5n—s;)
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Z INRIA
Interactions inter-spécifiques
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Z INRIA
Interactions inter-spécifiques

( s=D (Sin — S) — fl(S,@) X1 — fz(S,@) X2

¢ X1=(fi(sxx) —D)x1
\ Xz = (fz(S,@ — D) X2
0fy o fa .
. d—xz(s’ Xp) > 0 et d—xl(s’ X1) > 0 = Mutualisme

f f L .
. ﬂ(s, Xp) < 0 et 2(s, X1) < 0 = Inhibition réversible
5X2 5X1
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il ?va T INRIA

Cas de deux especes mutualistes

(S =D(sn—5) — f1(5,X2)x1 — T2(S,X1)Xo,
4 = ( S X2 )X1, (2)
- (hisx) o)

1. f; et f, sont CY{R2).

0 f| d fl
0S OX;j

3. f1(0,%2) = f2(0,x1) =0 et f1(s,0) = f3(s,0) =0.

—(s,Xj) >0 et ——(sxj)>0.
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Géneéralités

Theoreme 8
1. L'équilibre trivial EO = (s, 0,0) existe toujours et il est
LAS.

2. Si max fi(s;xp) >Det max fa(s,x1) > D,ll
10,Sin] % [0,Sin] 10,Sin] % [0,Sin]
peut exister d’autres points equilibres positifs

E*=(s",X1,%X5)/S" +X] + X5 = Spn.
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Restriction 2D

En utilisant le fait que s= s — X1 — X2, la projection, sur le
plan (x1,%2), de la restriction du systéeme (2) sur Q est :

X1 = Xl(fl(sin — (X1 +X2),X2) — D) = X1 91(X1,X2),

Xo = XZ(fZ(Sin — (X1 +X2),X1) — D) = X2 O2(X1,%2).

7 = {(X1,%2) ER,Z:0< X+ X% < Sn }
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Analyse locale et globale 2D

Theoreme 9
1. .¥ ne contient pas d’orbitesguiodiques.

2. FO=(0,0) est LAS.

3. Si max fi(s;xp)>Det max fy(sx1)>D,Il
[O,Sn] X [O,Sn] [O,Sn] X [O,Sn]

peut exister desquilibres ’'positifs’ F = (x7,X5) ou x; >0
et x, > 0. Dans ce cas Il exist deux domaines d’attractiol
Ro (lessivage) et R(coexistence).

4. Si FO est le seul point @quilibre alors il est GAS.
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Unicité de I'equilibre positif stable

[ ={(X1,%X2) € .7, Gi(X1,%2) =0},i=1,2.

Theéoreme 10 Sil 1 etl> sont strictement concaves alors le
syséme eduit admet au maximum deaguilibres positifs tels
gu’un seul point est LAS.

Corollaire 11 Sil'un des deux cas suivants est satisfait

1. f; et f, sont strictement concaves
2. f1(s,%2) = h1(s)ki(X2) et f2(s,X1) = ha(S)k2(X1) OU
h1, o, Ky et ko sont strictement concaves

alors 1 etl » sont strictement concaves
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Analyse globale 3D

Theoreme 12 F* et E* ont la néme nature de stabiét
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Simulations numériques

=

fi(s,Xj) =
i(S,Xj) “maxai—l—sbi—l—Xj

D=0.9 D=1.1

3.0 3.0
2.57

2.01 0

X2
2

1.54 X< 1.57

4 R'k
1.0

0.51

0

OO0Of—T T T T T T T T T T T 7T T T T T T T T T OO0OF—T T T 1T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X1 X1
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e

=i
=4

fi(S,Xj) —

D=3
3.0
2.5
2.0
1! R* N3
X 15
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1 Nz
1.01
1 S
1y
0.5
1L A2
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T INRI A

Simulations numériques

D=4

3.0
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L

Cas de lI'inhibition réversible

[ $=D (sn—9) — f1(s0) X1 — f2(S(X0) X2
$ X1 = (fl(S,@ — D) X1
\ 5(2 = (fz(S,@ — D) X2

. fl(O, X2) = fz(o, Xl) =0

0fy o fa
. %(s,xz) >0 et E(S’Xl) >0

0fy o fa
. d—XZ(S’XZ) <0 et d—xl(s’xl) <0
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Points d’équilibre

= FO= (0,0),Fl: ()G_)O))FZ: (07)?2)7F* — (Xi7X§)

- Dl — fl(sin70)7 D2 — f2(8in70)7 D3 — fZ(Sin - )?17)?1)

D4 = f1(Sn — X2,%2)
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Analyse globale

Lemme 13

= F* existe ssmaxD3,D4) < D <min(D1,D5).
Si F* existe alors il est unigue et il est toujours un col

= . ne contient pas d’orbitesariodiques.

Theoreme 14
1. SiD;< D < Dgy4,Flest GAS, sik< D < D3,F2 est GAS.

2. Simax(D3,D4) < D < min(D4,D>), la variét stable du co
F* separe. en 2 domaines attractive®, et %», 'un
pour F1 et 'autre pour F2.

3. SiDL <D< Dy F2est GAS, sibD< D < D1, Flest GAS.
4. SimaxD1,D2) < D, FO est GAS.
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Simulations numériques
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Relation syntrophique

Sn . AGV
Acéetogenes
| o X1 - | Acétate
I'Hydrogene inhjbe
les acetogenes :
p:H2
Méthanogénes X2 = CO»,
CHy
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Relation syntrophique

(& = D(sn—S) —kif(s, p)x1
; X]_ — f (S, p)X]_ — Dx4
Xz = g(p)Xz — DXo

L P = kaf(s,p)x1—ksg(p)x2 —Dp

= f:R2 - R, etg: R, — R, sontde classe C!

of of
= 1(0,p) =0, (s, p)>0%(,p)<0

= g(0)=0,9(sn)>D,d(p) >0
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Relation syntrophique

Si f(sn—2p,p) > D, Vp>O0tels que g(p) <D alors
'équilibre E* = (s*,X],%5, p*) est GAS.
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Relation syntrophique

o+ p

X2
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I’AGV inhibe
l les méthanogenes

Z INRIA

Relation syntrophique

I'Hydrogene inhibe
les acetogenes
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Relation syntrophique

(& = D(sn—S) —kif(s,p)x1
; X1 = f(s,p)x1—Dxg
X2 = 0(s,p)x2—Dxz
L P = D(pin—p)+kaf(s p)x1—ksg(s, p)x

= f1,f2:R2 — R, de classe ¢

= f1(0,p) =0,  f5(50)=0

0 f1 0 f1

= 35 8P >0 SRS )<
0 fo 0 fo

= (8P < dp(s p) >
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Relation syntrophique

Des équilibres positives E* = (s*,X7,X5, p*) sont possibles
= SI E* est unique alors il est GAS

= S’il existe plusieurs équilibres positifs alors il existe un
domaine attractif R* (coexistence).
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Relation syntrophique

A1 S
by +s)(c1+ P

azp
by + p) (Cz —I—S)

f(s,p)z( 3 g(s,p)z(

D> D3 D1

0.7 0.95

Ne

FOUO.O"‘0‘.6‘“1‘.2F‘i‘1‘8“‘2‘4“‘30 Ifo‘O‘G‘I‘:‘]l-‘l“‘1‘8“‘2.‘4“‘3.0 FDOO
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Culture batch

Mesures en ligne

= Oxydation de glucose — Substrat
= Densité optique — Biomasse totale
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Croissance bactérienne

Peani Baccilus

0.50
0.45
0.40
0.35
0.30

@)

A 0.25-]

0.20—

0.15+

0.10+

0.05+

/\ o
— 0.5 []
— 1
2
— 3
4
75 I
/ — 10
4

0.00
0

20

40

60 80 100 120

Temps (heures)
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Croissance bactérienne

Pseudomonas Syringae

M A
AVPFAMNN A~ AN S
A.\A/I/Mww‘*r‘

Temps (heures)
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=

Croissance bactérienne

Xanthomonas Axonopodis

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps (heures)
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=

Croissance bactérienne

Rhodococcus
0.8- 0
— 0.1
I — 0.2
0.7+ — 0.3
_ 0.4
— 05
0.6 —1
_ 2
—3
0.5 4
3 — -
0.4 Vo / —
. /
| y
1__A
019~
0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps (heures)
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=

Croissance bactérienne

Bradyrhizobium Japonicum

Temps(heures)
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Modélisation...

= Phase exponentielle: Monod,...

A . H(S
S= - X
X = (S X

= Phase de latence: Baranyi,
Buchanam...

= Phase stationnaire et de déclin
peu de modeles mécanistes...
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Le modele proposé

Recyclage de nutriment

A

Nutriment

l

Croissance +——| Cellules actives (densité X)

Biomasse
Mortalité | ——| Cellules non viables (densite X )
/ .
X = X -mxX
4 Xy = omX
s - MOy ra-smx
\ Y
Hypotheses
1
A _
» < v

m [(.) est une fonction réguliére croissante telle que u(0) =0
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Le modele proposé

Ssubstrat, X cellules viables et X4 cellules non viables.

( :
S :rig§X+Aﬂ—5ﬂnX

Y X =p(X — mX

L Xg =dmX

S0)=%>0, X(0)=X>0 et X4(0)=0.
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| es taux de croissance

Méthode de moindres carrés en minimisant

>

P=S (pi—H(S))?
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Taux de croissance estimés

Peani Baccilus

0.30

0.25+

0.20—

Specific growth rate
o
=
T

€ measure points

— fitted curve

Glucose concentration (g/L)
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Taux de croissance estimés

Pseudomonas Syringae

Specific growth rate
o
=
T

0.0 0.5 1.0 15
Glucose concentration (g/L)
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Taux de croissance estimés

Xanthomonas Axonopodis

0.12

0.10+

0.08—

Specific growth rate
o
o
T

Glucose concentration (g/L)
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Specific growth rate

Z INRIA
Taux de croissance estimés

Rhodoccocus

0.040

0.035+

0.030

o

o

]

a1
|

o
o
[N}
OI

0.015+

0.010+

0.005

0.000
0.0

0.2

0.4

0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6
Glucose concentration (g/L)

Soutenance de theé Decembre 2018 p. 52/



Z INRIA
Taux de croissance estimés

Bradyrhizobium Japonicum

o

o

S

al
|

Specific growth rate
o
o
o
il

Glucose concentration (g/L)
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|dentification des parametres du modele

Méthode de moindres carrés en minimisant

Q= Z(S S(t.) +Z(DO, le(tj)—VZXd(tj))z
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Z INRIA

Ajustement des données

1.0

0.9+

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

&

—— Calculated substrate
—— Calculated OD

Measured substrate
Measured OD

0.0

I T I
80 100

Time (hours)

I
120

I T I T
140 160
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Ajustement des données

Pseudomonas Syringae

1.0
_ ¢ Measured substrate
—— Calculated substrate
094 © & Measured OD
) —— Calculated OD
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4+
0.3
0.2
0.1
| oo o © & OR%e &
0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Time (hours)
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Ajustement des données

Xanthomonas Axonopodis

_ Measured substrate
1.2 o ﬁ Calculated substrate
i ¢ Measured OD
—— Calculated OD

0 100 200 300 400 500

Time (hours)
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Ajustement des données

Rhodoccocus
ve
L/ ¢ Measured substrate
o “ L 2 o | Calculated substrate H
® 00 % Measured OD

—— Calculated OD

O 0 s s OO0 O 00 00 S
S R EN RO R . B

200

300

Time (hours)

T I
400
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Ajustement des données

Bradyrhozibium Japonicum

& ¢ Measured substrate
i & O —~ Calculated substrate
< & . “c/I ef’lsﬁ"edd%DD
14 o S alculate

0 100 200 300 400 500

Time (hours)
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Cultures mixtes

| S:_.: %S)x +é/\i(1—d) m X
| %= (1(S) —m) %
| Xgi =& my X

Sous I'hypothese % > A, 1=1.n

= Les expériences sont réalisées en triplicats et a
densités égales de chaque espece.
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F. Baccilus - %. Axonopodis

Optical density
Shstrate

bl

R @ ¢ o, oo 9
i 4 v v
20 40 [={n] S::l 1|::|:| 120 140 160 180

Timeghours

F. Bacciluz — Rhodoccocus

Optical density
Shstrate

T T T
20 40 60O 80 100 120 140 160

Timeghours

Z INRIA
Résultats DO

F. Baccilus - F. Syringae

b Optical density
0.8 Shstrate

T T T T T T T T T T
o 20 40 60O 80 100 120 140 160 180 200

Timeghours

F. Baccilus — B. Japonicum

b Optical density
0.8 batrate

T T T T T T T
o 20 40 60O 80 100 120 140 160 180 200

Timeghours
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F. Syringae - Fodoccocus

0.4+

o
=5
T

T
20 40 60O 80

Timeghours

Baccilus - Japonicum - Rhodoccocus

T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 7o 80 a0 100

Timeghours

Z INRIA
Résultats DO

F. Syringae - B. Japonicum

0.4+

T T T T T
20 40 60O 80 100 120 140 160

Timeghours

Baccilus - Axonopodis - Japonicum

T T
20 30 40 50 60 7o 80 a0 100

Timeghours
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Baccilus —Axonopodis — Rhodoccocus

Z INRIA
Résultats DO

I density

Substrate
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Z INRIA
Résultats gPCR
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Résultats gPCR
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Z INRIA
Résultats gPCR
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Questions d’observabilité

Ssubstrat, X cellules viables et X4 cellules non viables.

o
S :—@XJrA(l—c‘S)mX

Y X =pSX — mX

. Xg =omX

S0)=%>0, X(0)=X>0 et X4(0)=0.
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Forme simplifiée
X
S:S,X:V,Xd=§,a:(l—5)m et k=AY
S =—U(S)x+kax
X =U(S)X — mX a<m et k<1

Xy =MX—ax

Soit S= p~1(m) ou 4. Les trajectoires convergent
asymptotiquement vers E* = (s*,0, -2 (so+ Xp — S) ) avec
s* < min(sp+ Xo, S)
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Questions d’observabilité

S = —U(s)x+kax
S
X — I,l(S)X—mX Y=
. X+ Xqg
Xy = MmX—aXx
Hypotheses

= [(.)etksontconnus
= (Mmak)e[m ,mt]x[a,a"] x [k, k']

Objectif ~ Reconstruction de m,a, k, x(.) et xq(.)
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|dentifiabilité structurelle

( Y1 +Y2
m = — - :
HY) Y1+Y2

Vz—(H(Y1)—m)Y2 /s

——
. M (y1) Y1 < « | 2E

X
|

X4 = Y2—X
' Xd
a = /u(yl)—y—x2 \ % /
« - M) n
\ a ax
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Structure de la dynamique

ZZ — F2(227y17 Pl) PZ)

Y1

do(y)

0
T

avec

(Z1,Py) est observable pour la dynamique (Fi,Hj)
(Z»,P,) est observable pour la dynamique (F»,H>), P, connu
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Structure d’'un observateur en cascade

Ke!
N
>l\)
\/
IJ'I>
s
N
n
N
=
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Structure de la dynamique

T(t) =y1(0) +y2(0) —y1(t) — y2(t). T(.) est une fonction

croissante a valeurs dans [0,T) oU T = t ”T T(t) < +oo.
— 00

g—f=1fk—a(1l_k)u(8)=a—ﬁu(8)
FARNLET) (0
§=| g¢ |/A=] 00 1].,C=(001,v=| 0
2
] ooy \ 1/
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Structure de la dynamique
dé
g — RSy eV
=C¢ =<1
d(y1,€) = 53 + 2 €3 K (y) a et 3 sont donnés par
§2 H(y1)
3p(y1) $3
— Ia ) — — ) = | ) — =
(Y1,§) = &2 o1l (y1) B=1g(y1,¢) ATIN
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Un premier observateur

(. 36
o ()

= =A& +pyév—| 367 |G-y

< \ &

~ e

\ azla(ylaf)a .é:rﬁ()/l,g)

garantit une convergence pratique exponentielle pour
T € [0,T) et B; suffisamment grand
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Structure de la dynamique

Z
Z=S+X+X4=Y1+Y2, {( = ( 'Z) et
,

Wiys,,a,B) — 2 1 (y1) (Bu(ys) — @) 2

{Z = A+ Yy, Z,a,B)V

z = C{=Yy1+Y

(s

Z Im(ylaz)7 X:—ﬁZZ,Xd:yZ—X
2

= m= U(y1) —
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Un second observateur

| [ 36: )

f = AL+ P(y, ¢, a,B)v— 365 ((1—y1—Y2)

< \ & )

~ e

mzlm(YLZ)a )’z:_BZa )A(dZYZ—)A(

\

garantit une convergence exponentielle des que a, 8 sont
parfaitement connus et 6, est suffisamment grand
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Robustesse du second observateur

Si a et B sont incertains, replaces par a(-) et [§(-) tels que

(a(t),Bt)) ela",at]x[B~,B"], Vt>O0ainsionaune
convergence pratigue exponentielle

M(t) —m| < &+ bye | (0) — Z(0)]]

R(t) —x(1)] < £+ | B(t) — Bl + e~ | (0) — £ (0)]]
pour toutt >0
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Couplage a deux échelles de temps

e [ 361 )

d_ :A€‘|“ﬁ(y1>€)v_ 612 (51—Y1)

| &

= = AL+ Py, ,G(),B(2))V—| 082 |({r—yi-y2)

garantit une convergence pratique exponentielle des que
6, et 6> sont suffisamment grands
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Simulations numériques

Taux de croissance : {(s) = 1222, Umax= 1,Ks = 100
Conditions initiales : s(0) = 50,x(0) = 1,x4(0) =0
Gain : 91:3,92:2

parametre o K m
valeur 0.2 0.2 0.1
bornes 0.1,0.3] | [0.1,0.3] | [0.05,0.2]
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Simulations numériques
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Simulations numériques
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Conclusion et perspectives

Culture en continu

Culture en batch
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