Université Tunis El Manar
ECOLE NATIONALE D’INGENIEURS DE TUNIS

Université Montpellier 2

UMR MISTEA - INRIA - FRANCE

., -
A

TREASURE'2010

La floculation et la coexistence dans un chémostat

R. Fekih Salem, T. Sari & A.Rapaport

Tunis, 24 Novembre 2010



@ Introduction
© Le modele

© Existence et Stabilité de I'équilibre positif
@ Existence de I'équilibre positif
@ Stabilité de I'équilibre positif
@ Systeme lent/rapide
© Modele général
@ Isoclines
@ Propriétés globales

@ Simulations numériques

@ Conclusion et perspectives

2 FEKIH SALEM Radhouane La floculation et la coexistence



Introduction

© Introduction

3 FEKIH SALEM Radhouane ion et la coexistence



Introduction

Introduction

@ La coexistence est le résultat de la floculation de I'espece la
plus compétitive : B. Haegeman and A. Rapaport x

o D(Sm B 5) _(S) Vi uz(S)X2

. n y2
\(1 = ,u1(5)V1 — aV12 + - DV; (].)
Wi = aV12 — - bWy

Xo = 12(S)Xa — DXa,

o V4 et Wi : Densités des bactéries isolées et des flocs de la
premiére espece.

@ X5 : Densité de la deuxieme espece.
* Floculation can explain coexistence in the
chemostat, J. Biological Dynamics (2008).
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Le modéle

Le modeéle

@ Les flocs consomment du substrat, le modeéle s'écrit

5= D(S,-,, _ 5) — 11 (S)Vi — 1112(S)Wa — 112(S)Xo

\(1 = u11(S)Vi — aV12 + — DW\; (2)
Wl = ,LL12(5)W1 + 3V12 — — DW1

Xo = 12(5) Xz — DXo.

H1 @ p11(.), pa2(.) et pa(.) @ continues lipschitiziennes, strictement
croissantes /1111(0) = p12(0) = u2(0) = 0.

H2 : Les bactéries en flocs ont moins acces au substrat que les
bactéries isolées
,u11(5) > /112(5), VS >0 — A1 < A2

H3: A1 < A2 < Ao.
avec  \i; =y (D), pouri=1,2 et A= u, (D).
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Le modéle

Soitz=S5S+Vi+Wi+XoetY = (5, V1,X2),.

z= D(S,-,,—z)

) 3
Y =¢(z,Y), G)

(2) <= Systeme en cascade{

D(S,-,, - 5) (Vi — M(S)(z —S- V- xz) ~ 1 Xo
Y = (Ml(S)—avl—D> V1+b<z—5— vl—xz)
(M2(5) - D>X2

Proposition 1

@ Pour des valeurs initiales positives, les solutions de (2) restent
positives au cours du temps et sont bornées quand t — —+oc.

0 K(z(0)) = {(5, Vi, Wi, Xp) € R4 Jz < max(S,-,,,z(O))} est
attracteur positif invariant
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e Existence et Stabilité de I'équilibre positif
@ Existence de I'équilibre positif
@ Stabilité de I'équilibre positif
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Existence et Stabilité de I'équilibre positif Existence de I'équilibre positif

Stabilité de I'équilibre positif

Existence de I'équilibre positif

H4 : Lorsqu’elle est seule I'espece X5 survit, c'est a dire
,LLQ(S,‘,-,) > D.

Proposition 2

L’équilibre de coexistence du systéeme (2) existe <= H1 et H3
sont vérifiées ainsi que la condition

Sin > Serit
(111022) = D) (ju12(22) = D= b)
a(1202) - 0)2
0

Scrit = A2+ (M12()\2)*H11()\2))-




Existence et Stabilité de I'équilibre positif Existence de I'équilibre positif

Stabilité de I'équilibre positif

Point d'équilibre positif

A2
S* pa1(A2) — _
) (i) D) (Mlz X2) = D= b)
E* — - ,
Wi ~(im(22) - 0)2 (o) 0 —5)
X5 (M12 (A2) — D)

Sin - Scrit.‘
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Existence et Stabilité de I'équilibre positif Existence de I'équilibre positif

Stabilité de I'équilibre positif

E* est Localement Exponentiellement Stable (LES)

Proposition 3

Dés que I'équilibre E* existe, il est LES <= La condition
Sin > Scir est vérifiée.

Preuve. Ona z" =S"+ V[ + W+ X5 = S;,.
Systeme (2) <= Systeéme en cascade (3),

== Il suffit de montrer que Y* = (5%, V", X3)" est un équilibre
LES du systéme réduit Y = ¢(z, Y).
La matrice Jacobienne de ¢ en (Sip, Y*) est

—mi1 —Mmi2 —Mmi3
Iy = I} —« —b
msy 0
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Existence et Stabilité de I'équilibre positif Existence de I'équilibre positif

Stabilité de I'équilibre positif

Preuve

@ Le polyndme caractéristique est donnée par
Py(\) = |J = A x| = ag\3 + a1 A2 + ao )\ + a3,
avec /| la matrice identité d'ordre 3 et
a0 =-1, a=—(mita), a=—(ami+Bmi+mizms),

a3z = m31(bm12 — (Xmlg).
@ D’aprés le critere de Routh-Hurwitz, E est LES «—
{a,-<0, i=0---3

aia» — apaz > 0.
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@ Systeme lent/rapide
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Systéme lent/rapide

Systeme lent/rapide

@ On suppose que la floculation et la défloculation sont plus
rapides que la croissance des bactéries,

A B

ol A et B sont des nouveaux parametres du modele. D'ou le
modele s'écrit :

S = D(Sn—9)- /m( WVi — p12(S)Wr — pi2(S) Xz

5\(1 = 5[111(5) V1 AVl — 5DV1 (4)
Wi = epa(S)Wh + AVY — —eDW;

Xo = pa(S)Xa — DXo.

@ Les points d'équilibre du systeme (4) sont déduits des points
d’équilibre du systeme (2)
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Point d'équilibre positif

¢ EE) = (54) (o), Wl*(e),x;(e))' —E4eE =

A2
pa1(A2) — D

(ull()\z) D

(D pi2(A2) 2

+e

Sin — Sc¢

A(m20%2) - D)’

B

0
pa1(A2) — D
A

(D - ,,,11(/\2)>2
A(D — u12(>\2)>

(Mll()\z) - D) (M11(>\2) - N12(>\2)>

A<D - Mlz(/\2)>

Se=X+B (Mll(/\z) - D) (,u11(>\2) — M12(/\2)> /A(uu()\z) - D>2

FEKIH SALEM Radhouane

La floculation et la coexistence




16

Systéme lent/rapide

Proposition 4

Si la condition S;, > S¢ est vérifiée, alors pour tout € assez petit,
E* est LES pour le systeme (4).

Soit X1 = Vi + : la densité totale de la premiére espece. Le
systéme (4) est équivalent au systéme suivant :
S =D(Sin— S) — p1(S)Va — p12(S)( ) — 12(S)X2
X1 = pn1(S)Vi + ,u12(5)( ) — DX, (5)
Xo = p2(8)Xa — DX
ey = ( —AV2 - ) +5(M11(5) - D) Vi
Soient z =S + X1 + X5 et la variété
M = {(s,xl, Vi, Xo) € R/ (X1, Vi) = AV2+BV; — BX, = o}.
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Systéme lent/rapide

Proposition 5

© Pour toute condition initiale strictement positive, il existe
ki, ko indépendants de ¢ tel que

2 € B
(¢(x1, v1)> <2k, Yt =In(ko).

@ Toutes les trajectoires entrent et restent dans un petit
voisinage de M au bout d’un certain temps.

1 2
Preuve. V(X1, Vi) = 5(Avl2 BV — BXl) —

9V, OV .
V=_X+ —lv1 = (AV? + BV — BX1)[2AVZ(11(N2) — D)

2AV, + B
+B(Xy — VA)(D — p12(X2))] = 2222 (AV2 + BV — BX).
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Systéme lent/rapide

2AV: + B

V:7(57X13X2a\/1)_ 2V

Pour toute condition initiale strictement positive, les trajectoires
restent dans le compact K(z) indépendantes de ¢
—> -~y est bornée.

. —2B
Voom=maxg(z)V(S, X1, Xo, Vi) = V(t) < ?V(t) +m
V W(t)=V() -2 = W(t) < 2Bw()

— V() <o+ (VO - 2 )e < T+ V(0)e t.

2B S 2B
m 2V(0) € B
v k]_ = E, k2 — T ett > g |n(k2;)
€ mko 2 in(k2By _ € mky ¢
< — —_— € = - —_—— T
- V(t)\2k1+ > e 2B 2k1+ > kB ek
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Systéme lent/rapide

La dynamique réduite de la variété M

M:{@waxgewwwmwﬂzAW+Bw—BM:o}
Vi et peut étre déterminé a partir de la valeur de X,

—B+ /B2 +4ABX;
V]_ = p(X]_) - 2A )

S =D(Sin— S) — p11(S)p(X1) — p12(S)( ) — 12X2
Ko = ma(S)p(X) + ua(S) ) - DX (6)
Xo = 112(S)Xo — DXy

— (X)) = p(X1) _ 2

X1 1+4/1+45X
pi(S, X1) :Mll(s)g(X1)+M12(5)< )
19




Isoclines
Propriétés globales

Modele général

© Modele général
@ Isoclines
@ Propriétés globales
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Isoclines
Propriétés globales

Modele général

Hypotheses
S = D(S, - 5) - ,u1(5, X1)X1 - /J,Q(S)XQ
X1 = M1(57X1)—D>X1
X = (pa(S)— D)Xg.
Hs : pn(S. %) >0, 2250 o 24 0 ys x)eR?
' -7 9s 0Xq ’ ’ +

H6 : 11(0,X1) =0, VXy>0:En absence du substrat le taux de
croissance est nul.

H7 : p1(Sin,0) > D et p2(Sin) > D : Chacune des espéces
n'est pas lessivée en |'absence de I'autre espece. On note

A= (L 0)]7H(D). A2 = (D)
2



Isoclines

N P Propriétés globales
Modele général ¥ =

Systeme autonome asymptotique

z=S+ X+ Xz, 2=D(Sip—2) = z=S;» + (2(0) — S;)e Pt
On définit I'ensemble compact par

5(20) = {(S,Xl,Xz) € Ri/S + X1+ X < max(S,-n,zo)}
Les trajectoires restent dans le compact S(z) pour tout t,
<= Toutes les trajectoires sont bornées.

X1 = |p1(Sin+(2(0) — Sin)e Pt — Xq — X27X1) - D} X1 ™)
Xo = |p2(Sin+ (2(0) — Sip)e Pt — Xq — X2> - D} Xo.
On se place sur I'ensemble invariant S + X1 + X5 = S,
X1 = |p(Sin— X1 — X2, X1) — D| Xq
st (Si ) ] (8)
Xo = |pa(Sin— X1 —Xo) — D} Xz.
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Isoclines

N P Propriétés globales
Modele général ¥ =

Isoclines

L'isocline nulle {X2 =0, X, # 0} est donnée par I'équation
Xo = (S,',, — )\2) — Xi.
Soit f(Xl,Xz) = ,u1(5,-,, — X1 — X2,X1) —D.

of
— <0 TFl = X =g(X1), g'(X1)< -1
0Xo

X1 =0= ul(S,-,,—)?z, 0) = D<:>5,-,,—)?2 = )\1<:>)?2 = 5,',, — /\1.
X2 =0= ¢1(X1) = f(Xl,O) = ,u1(5,-,, — Xl,Xl) —D
¥1(0) = p11(Sin, 0) = D> 0, 1(Sin) = —D< 0, ¢1(X1)< 0,

— 31 X; E]O, 5,',,[ tel que ¢1(X1) =0.
5



Isoclines

N P Propriétés globales
Modele général ¥ =

Premier cas : My < )\

X2
oin = Aogfp pa(S
Sin — A1 A
Ml(sa O)
D
Ce
Eo .El X S
0 X Sin— A2 X A
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Isoclines
Propriétés globales

Modele général

Deuxieme cas : \; < A\ et ,ul()\% S, — )\2) <D

pa(S,0)
pal(S)

Xolommmmmeees : D
| ~ 11(S, Sin = S)
p1(A2, Sin — A2)
%
® L ® X S
0 X1 Xl Si - X ' A1 A2 Sin

25 FEKIH SALEM Radhouane La floculation et la coexistence



Isoclines
Propriétés globales

Modele général

Troisieme cas : A\; < Ay et pi(A2, Sin — A2) > D

M1 (5/, 0)
Ml()‘27 Sin - )\2 /:{1(5751n - S)
b / pa(S
x, L S
>\1 )\2 Sin
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Isoclines

Modgle général Propriétés globales

Proposition 6

E est un équilibre globalement exponentiellement stable sur le
quadrant ouvert positif <= A1 < Ao et pui(A2, Sin — A2) < D.

Preuve. z = S+ Xi + Xo < max(Sin, 2(0)),  V(S, X1, X2) € R3,
— E|M>0/X1+X2§M, V(Xl,X2)€R2,

Pour toute condition initiale strictement positive, les solutions du
systéme (8) sont positivement bornées

I

Les ensembles limites sont compacts non vides.
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Isoclines

Modgle général Propriétés globales

Proposition 6

E est un équilibre globalement exponentiellement stable sur le
quadrant ouvert positif <= A1 < Ao et pui(A2, Sin — A2) < D.

Preuve. z = S+ Xi + Xo < max(Sin, 2(0)),  V(S, X1, X2) € R3,
— E|M>0/X1+X2§M, V(Xl,X2)€R2,

Pour toute condition initiale strictement positive, les solutions du
systéme (8) sont positivement bornées

I

Les ensembles limites sont compacts non vides.

I

Théoréme Poincaré-Bendixson = Soit des points d'équilibre soit
des orbites périodiques soit des polycycles.
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Isoclines
Propriétés globales

Modele général

&1 = In(Xy) G o= Xi/X
C'V{ fg = In(Xz). :>{ 15.2 = X2/X2.

5'1 = 1(Sin — &t — &, eEl) - D
(8):>{ & = po(Sm—es —e®2) - D. ©)

1 &2
clae) = (250 %) )

div G = <_ %—i_%)e& _Mé(sin_egl _eﬁz) <0

Critére du Dulac = On ne peut pas avoir dans I'ensemble limite
une orbite périodique ou un polycycle.

Théoreme de Butler-McGehee = Toutes les solutions convergent
globalement vers le point d’équilibre E.
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Simulations numériques

0 Simulations numériques
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Simulations numériques

Exclusion de I'espéce la moins compétitive

0.5

X1
F1a.: Convergence de toutes les solutions vers le point d'équilibre E;.

30 FEKIH SALEM Radhouane La floculation et la coexistence




Simulations numériques

Coexistence des deux especes

2 Vﬂ(S,O X,
D E /’[’2(5) \\\7
0.5 1(Sa S,',,—S) : X1
Xo

F1G.: Convergence de toutes les solutions vers le point d'équilibre E.
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Simulations numériques

Exclusion de la deuxieme espece

—X

F1c.: Convergence de toutes les solutions vers le point d'équilibre E;.
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Conclusion et perspectives

@ Conclusion et perspectives
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Conclusion et perspectives

@ En supposant que I'espece la plus compétitive inhibe sa
croissance par la formation des flocs, on a pu démontrer que
I'équilibre de coexistence est LAS.

@ On a supposé la floculation est plus rapide que la croissance
des especes et on a réussit a prouver que I'espece la plus
compétitive peut coexister avec la deuxieme espéce.

@ Selon les fonctions de croissance des especes et le taux de
dilution, les trajectoires du systeme convergent globalement
soit vers Eq, soit £> ou E.

@ Floculation des deux espéces avec des taux de dilution
différents.

@ Extension aux modeles avec n espece.
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